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■ L’Automatique est la discipline qui développe les méthodes et les moyens relatifs à la 
commande des systèmes. Elle concerne une grande majorité de métiers aujourd’hui et tout 
ingénieur se doit d’en posséder une culture minimale. Ses développements sont relativement 
récents et la fin du XX ieme siècle a vu l’accélération de ses champs d’application, à une vitesse telle 
que le monde technologique et industriel s’est trouvé créateur de savoirs, qui jusqu’ici étaient 
élaborés exclusivement dans les laboratoires de recherche des universités et des grandes écoles. 

Une synergie entre les développements des industriels et la formalisation qui caractérise le monde 
universitaire s’est alors mise en place, aboutissant à une refonte dans la manière d’aborder 
l’Automatique dans les différents cycles de formation. Celle-ci ne pouvait plus n’être abordée qu’en 
deuxième cycle, voire en troisième cycle, mais se devait de l’être au plus tôt dans la formation des 
ingénieurs, afin qu’ils en possèdent les bases, quels que soient leurs futurs parcours. 

Dans ce contexte, l’Automatique a été introduite dans l’enseignement de Sciences Industrielles 
pour l’Ingénieur des classes préparatoires scientifiques à la fin des années 90, ainsi que dans la 
majorité des licences et premiers cycles universitaires préparant aux carrières de l’industrie. 

La difficulté pédagogique immédiate fut d’introduire une discipline, jusqu’ici de synthèse et 
enseignée en fin de formation, à de jeunes bacheliers ayant encore peu de bagages scientifiques 
et, pour la grande majorité d’entre eux, aucune culture technologique. L’Automatique se devait 
donc de se transformer en discipline initiale, conjuguant la rigueur mathématique maximale 
accessible aux étudiants de premier cycle à une approche intuitive, nécessaire à ce niveau, et 
permise à l’aide du puissant outil pédagogique que sont les travaux pratiques. 

Ces travaux pratiques sont réalisés sur des systèmes issus du monde 
industriel. Il s’agit de diverses chaînes asservies, dont la partie 
opérative est de nature mécanique, afin d’être en adéquation avec le 
deuxième volet des Sciences Industrielles pour l’Ingénieur que 
constitue la Mécanique. Ces travaux pratiques permettent de combiner 
des activités de découverte et des activités de synthèse, dans la 
perspective du métier d’ingénieur. Ils permettent, en outre, de mettre 
en oeuvre la démarche de modélisation et de confrontation des 
résultats à la réalité, dont la profonde compréhension est un élément 
essentiel à la formation des futurs ingénieurs, mais aussi très 
généralement de tout scientifique. 

Cet ouvrage s’intéresse donc à I Automatique des Systèmes Mécaniques dans cet état d’esprit. 

Le cours est un cours d’Automatique au sens large, transposable à tous les systèmes commandés. 
Toutefois, les illustrations, ainsi que les exercices et travaux proposés, se font très majoritairement 
sur des systèmes mécaniques, afin de constituer un ensemble cohérent et de forger, au fil des 
pages, une culture des solutions aujourd’hui mises en oeuvre dans ce domaine. 

Dès les premières pages, le lecteur débutant sera donc sans doute confronté à des difficultés liées 
au vocabulaire technique. Bien évidemment, le vocabulaire de l’Automatique est entièrement défini. 
En revanche, certains éléments de vocabulaire liés à l’environnement technologique devront 
certainement faire l’objet de recherches personnelles de la part du lecteur. C’est une des difficultés 
d’un enseignement par nature pluridisciplinaire et non linéaire. Les sources d’informations pourront 
être les notices techniques des différents matériels du laboratoire, mais aussi toutes les sources 
multimédias modernes auxquelles ont aisément accès aujourd’hui les étudiants. 
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Avant-propos 



Une des volontés de cet ouvrage est de traduire, sous 
la forme usuelle d’un livre de cours, les indispensables 
apports des travaux pratiques. Tous les matériels 
utilisés sont parmi les plus classiquement présents 
dans les laboratoires de Sciences Industrielles pour 
l’Ingénieur des classes préparatoires scientifiques. 

Avoir ces mêmes systèmes à disposition est sans nul 
doute favorable à la lecture et à un travail personnel 
approfondi. Toutefois, la description complète des 
matériels et des activités conduites doit permettre à 
tout étudiant de tirer entièrement parti de l’ouvrage 
malgré tout. 

L’ouvrage est découpé en six chapitres, couvrant 
intégralement le programme d’Automatique des deux 
années de classes préparatoires scientifiques, qui 
diffère assez peu selon les filières. De temps en 
temps, quelques développements vont un peu plus 
loin, ouvrant des perspectives au lecteur. Ce contenu 
correspond également et globalement au programme 
de la majorité des IUT, licences et premières années 
de certaines écoles d’ingénieurs. Le lecteur qui 
souhaitera aller au-delà de ce contenu devra s’orienter 
vers des ouvrages abordant les aspects non linéaires, 
les systèmes échantillonnés et la représentation d’état. 

Chaque chapitre est abondamment illustré d’exemples concrets, introductifs comme de synthèse. 
Des exercices entièrement corrigés concluent chaque chapitre. Ils sont très majoritairement issus 
de travaux pratiques ou de sujets de Sciences Industrielles pour l’Ingénieur des concours d’entrée 
aux grandes écoles d’ingénieurs, tels que le Concours Commun Mines-Ponts, le Concours Central- 
Supélec, etc. Cet aspect devrait donner satisfaction au lecteur étudiant en classes préparatoires, 
pour lequel l’entraînement aux concours passe par la maîtrise de certains exercices types. Le 
lecteur issu de l’université trouvera là des sujets de réflexion particulièrement formateurs. 

Quelques annexes référencées sous la dénomination de « fiches ressources » viennent compléter 
cet ensemble en fin d’ouvrage. Des liens vers ces pages 

sont insérés aux moments adéquats dans le cours. SP mm ****#$ dialyse formelle" 

■ Cet ouvrage est le fruit de plusieurs années d’expériences d’enseignement en classe 
préparatoire PSI* au lycée Clemenceau de Nantes et d’interventions à l’antenne de Rennes de 
l’ENS de Cachan. Il est difficile de lister toutes celles ou ceux qui, d’une manière ou d’une autre, 
ont contribué aux réflexions qui ont permis sa réalisation. Mes pensées vont immédiatement à mes 
étudiants, dont la curiosité, l’intransigeance et la maturité intellectuelle sont le meilleur des 
ferments. Nombreuses ont été également les discussions pédagogiques avec mes collègues 
enseignants et les heures passées, ensemble, à mettre au point des travaux pratiques qui, de 
manière informelle, se retrouvent certainement dans ces pages. 

Jean-Jacques Marchandeau, professeur en classes préparatoires au lycée Camille Vernet de 
Valence, a accepté l’important travail de relecture de l’ensemble de l’ouvrage. Je le remercie avec 
beaucoup d’amitié pour le temps qu’il y a consacré et la pertinence de ses remarques et conseils, 
dont j’ai essayé de tenir compte. 

Je remercie également les fabricants de matériels de travaux pratiques, qui m’ont autorisé à citer 
leurs marques et parfois à utiliser certains de leurs documents, sans que cela revête le moindre 
aspect commercial. 

Enfin, le dernier mot sera pour Jacqueline et Nathalie, expertes ès virgules et accords des 
participes, pour leur correction implacable. 




Olivier Le Gallo 





NOTION DE SYSTEME 






I - PREMIERES DEFINITIONS 








1-1 Système et fonction 



Système solaire en astrophysique, système scolaire en sciences de l'éducation, système capitaliste 
en économie, système d'exploitation en informatique : nombreux sont les exemples où la langue 
française utilise le terme générique de système. S'il peut être tenté d'en dégager un élément 
essentiel, l'idée de système est celle d'un ensemble 
d'éléments interagissant entre eux et avec l'extérieur. 

Toutefois, on perçoit bien la grande généralité de cette 
définition et la différence notable qu'il peut y avoir, pour 
choisir d'autres exemples, entre le système nerveux d'un 
animal, le système international d'unités bien connu des 
scientifiques et des ingénieurs, ou encore le système de 
positionnement par satellites GPS. Cet ouvrage s’intéresse à une classe particulière de systèmes : 
ceux qui sont artificiels (par opposition à naturels) c'est-à-dire conçus et fabriqués par l'Homme. Tel 
est le travail quotidien de l'ingénieur. Leur définition est la suivante : 




Un système est un ensemble organisé d'éléments interagissant entre eux et avec l'extérieur, 
dans le but de réaliser une fonction. 



■ Remarque : Cette fonction répond à un besoin, exprimé ou latent. L’association d’une fonction à 
un besoin se fait par les méthodes de l’analyse fonctionnelle, non développées ici. 




Exemple 1 : Système de surveillance des pneumatiques 
(d’après des documents WAECO) 



Pneu arrière 


Pneu arrière 


Modification 


Perte de 


Augmentation 


gauche 


droit 


/ perte de 


pression 


de la 






pression 


soudaine 


température 




Exemple 2 : Régulateur de vitesse à contrôle de distance 
(Image http://commons.wikimedia.org ) 




Exemple 3 : 

Pilote automatique pour barre à roue de voiliers (d’après des 
documents Créa-Technologie) 
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1 • Notion de système 



• Les éléments peuvent être matériels (intervenants humains, machines, logiciels...) mais aussi 
immatériels (méthodes, services, ...). Ces éléments sont en nombre fini définissant la 
frontière du système qui le sépare de son environnement, ou milieu extérieur. 

• L'environnement fournit au système des entrées qui lui permettent d'agir en générant des 
sorties vers l'environnement. 

• Parmi les entrées, on distingue la matière d'œuvre entrante. La raison d'être (fonction à 
réaliser) du système est d'agir sur cette matière d'œuvre afin de lui ajouter de la valeur. La 
matière d'œuvre entrante augmentée de sa valeur ajoutée est la matière d'œuvre sortante. 
La notion de valeur ajoutée est ici à prendre au sens le plus large et non pas au sens 
purement arithmétique. Selon le point de vue (cf. plus loin), et en particulier celui de 
l’automaticien, elle peut être associée à un changement de nature de la matière d'œuvre qui, 
entrante, peut par exemple être un ordre, puis, sortante, une action. La valeur ajoutée est alors 
l'exécution de l'ordre. 

• Des entrées et des sorties autres que la matière d'œuvre peuvent exister. Ce sont : 

- des éléments de l'environnement nécessaires à la transformation de la matière d'œuvre 
(présence d'énergie par exemple) ou dont la présence ou la variation modifie cette 
transformation (réglages, actions extérieures diverses, etc.) : on les appelle données de 
contrôle ; 

- des apports supplémentaires à l'environnement, comme par exemple des informations 
apportées à un utilisateur, ou encore des déchets. 

Ces définitions peuvent être illustrées sur les trois exemples précédents : 



Système 


Fonction 


Matière d'œuvre 
entrante 


Matière d'œuvre 
sortante 


Données de 
contrôle 


Sorties 

secondaires 


Système de 
surveillance de la 
pression et de la 
température des 
pneus 


Apporter au 
conducteur des 
informations 
concernant l'état 
des pneus 


Pression et 
température de l’air 
dans les quatre 
pneus 


Informations 
affichées au tableau 
de bord 


Énergie électrique 
et réglages divers 




Régulateur de 
vitesse à contrôle 
de distance 


Fournir une 
consigne à 
l’ordinateur de bord 
lui permettant 
d’adapter la 
distance du véhicule 
au véhicule qui 
précède 


Position relative du 
véhicule qui 
précède 


Consigne de vitesse 
à l'ordinateur de 
bord 


Énergie électrique 
et réglages divers 
Vitesse du véhicule 


Informations 
affichées au tableau 
de bord 


Pilote automatique 
pour barre à roue 
de voilier 


Établir le cap d’un 
voilier 


Cap courant 


Nouveau cap 


Cap à suivre 
Champ magnétique 
terrestre 

Énergie électrique 
et réglages divers 
Actions de la mer et 
du vent 


Informations 
affichées au tableau 
de bord 



Important : une fonction s'indique toujours par un verbe à l'infinitif, suivi d'un complément 
d'objet direct et éventuellement de compléments circonstanciels. 



1-2 Notion de point de vue 



La frontière d’un système dépend du point de vue de celui qui l’étudie. Par exemple, ci-dessus, si 
on reprend le système régulateur de vitesse à contrôle de distance, le point de vue qui a été retenu 
exclut l’ordinateur de bord du système. Celui-ci fait alors partie de l’environnement du système et le 
système génère des sorties vers cet élément de son environnement. L’ordinateur de bord est alors 
un système extérieur, qui, parmi ses nombreuses entrées reçoit la consigne du régulateur de 
vitesse pour construire une sortie, à son tour, vers le moteur de la voiture pour la faire accélérer ou 
décélérer. 




I Premières définitions 
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Ce point de vue est un point de vue assez structurel, qui cherche à associer fonctions et objets 
matériels. D’un autre point de vue, plus fonctionnel, le système de régulation de vitesse pourrait 
très bien être retenu comme le précédent, augmenté de la partie concernée de l’ordinateur de bord 




Par ailleurs, le point de vue adopté peut non seulement influer sur la frontière définissant le 
système, mais aussi sur ce qui, parmi ses entrées et sorties, sera retenu comme matière d’œuvre. 
Conservons l’exemple du régulateur de vitesse : 



Système 


Fonction 


Matière d'œuvre 
entrante 


Matière d'œuvre 
sortante 


Données de 
contrôle 


Sorties 

secondaires 


Régulateur de 
vitesse à contrôle 
de distance 


Fournir une 
consigne à 
l’ordinateur de bord 
lui permettant 
d’adapter la 
distance du 
véhicule au véhicule 
qui précède 


Position relative du 
véhicule qui 
précède 


Consigne de vitesse 
à l'ordinateur de 
bord 


Énergie électrique 
et réglages divers 
Vitesse du véhicule 


Informations 
affichées au tableau 
de bord 



Tel qu’il est décrit ci-dessus, à partir de la position relative du véhicule qui précède, le système 
établit une consigne de vitesse qu’il transmet à l’ordinateur de bord. Pour cela, il a besoin de 
connaître (donnée de contrôle) la vitesse courante du véhicule. La fonction s’exprime alors comme 
une adaptation de la distance entre les deux véhicules. Mais ce même système peut tout aussi 
bien être décrit comme réalisant une fonction d’adaptation de la vitesse à celle du véhicule qui 
précède : 



Système 


Fonction 


Matière d'œuvre 
entrante 


Matière d'œuvre 
sortante 


Données de 
contrôle 


Sorties 

secondaires 


Régulateur de 
vitesse à contrôle 
de distance 


Fournir une 
consigne à 
l’ordinateur de bord 
lui permettant 
d’adapter la vitesse 
du véhicule au 
véhicule qui 
précède 


Vitesse du véhicule. 


Consigne de vitesse 
à l'ordinateur de 
bord 


Énergie électrique 
et réglages divers 
Position relative du 
véhicule qui 
précède 


Informations 
affichées au tableau 
de bord 



La fonction est alors une adaptation de la vitesse à celle du véhicule qui précède : connaissant la 
vitesse courante du véhicule, le système établit une nouvelle consigne de vitesse qu’il transmet à 
l’ordinateur de bord. Pour cela il a besoin de connaître (donnée de contrôle) la position relative du 
véhicule qui précède. 

On retiendra donc qu’il n’y a absolument pas unicité de la description fonctionnelle d’un système. 
Pour autant, un point de vue ayant été adopté, la formulation de la fonction doit, bien entendu, être 
cohérente avec matière d’œuvre retenue. 
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1 • Notion de système 



Interactivité de systèmes 

L’exemple précédent illustre, quel que soit le point de vue, la complexité des interactions qui 
peuvent exister entre différents systèmes partageant des matières d’œuvres ou des données de 
contrôles : régulateur de vitesse, ordinateur de bord, tableau de bord, etc. 

On peut ajouter, pour illustrer la complexité du propos, l’exemple des systèmes que les 
concepteurs d’un avion sont amenés à définir, regroupés dans le graphique ci-dessous : 





1-4 Structure d’un système - analyse descendante 



Comme ci-dessus, de manière ascendante, différents systèmes peuvent s’interconnecter. 
Inversement, de manière descendante, un système est constitué d’éléments qui sont eux-mêmes 
des systèmes (alors appelés sous-systèmes) interconnectés entre eux et ainsi de suite : 





Il Représentations graphiques d'un système 
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En phase de conception, les ingénieurs doivent concevoir un système devant réaliser une fonction 
globale. Pour cela, il convient d’imaginer des sous-systèmes dont l'assemblage permettra d'obtenir 
le résultat attendu. On procède donc par analyse descendante, étape par étape, en affinant la 
description de chaque sous-système. Cette structure descendante peut se poursuivre, a priori, 
jusqu’aux composants élémentaires qui ne sont plus des systèmes mais des objets techniques : 
pièce mécanique, câble électrique, etc. En pratique elle se termine lorsqu’elle aboutit à un sous- 
système dont la structure interne n’apporte rien à l’étude en cours. Encore une fois le point de vue 
de l’étude intervient dans la description. 

Ainsi, par exemple, pour un constructeur automobile, l'autoradio n'est qu'un objet technique : la 
conception du véhicule ne nécessite pas la connaissance de sa réalisation interne. Dans une 
analyse fonctionnelle descendante réalisée en phase de conception du véhicule, la décomposition 
n'ira donc pas au-delà de l'objet global pour l'autoradio. Le constructeur automobile devra 
seulement s'interroger sur son insertion dans le tableau de bord et sa connexion avec les autres 
éléments (alimentation électrique, haut-parleurs, etc.), ce que l'analyse système du véhicule entier 
mettra en évidence. Inversement, bien entendu, pour le fabricant d'autoradios lui-même, celui-ci est 
un système : pour le concevoir il sera amené à le décomposer en de nombreux sous-systèmes 
(tuner, lecteur de CD, amplificateur, interface avec le conducteur, circuit électronique, etc.) eux- 
mêmes décomposés en sous-systèmes ou objets techniques selon le besoin. 

De la même manière, pour intervenir dans la conception d’un système de transport aérien, au 
niveau par exemple des réservations, il n’est pas nécessaire de connaître la structure interne du 
système de transport ferroviaire. Seule la connaissance de ses interactions avec le système de 
transport aérien (correspondances) sont utiles. De même, il n’est pas nécessaire de décomposer 
l’avion en tous ses sous-systèmes, seul le système de gestion de la vie à bord qui gère les 
différents sièges est concerné. 

■ Remarque : Dans les systèmes complexes, la structure définie correspond à des niveaux de 
responsabilité des équipes de conception qui travaillent alors en étroite collaboration, selon des 
protocoles reposant sur les interconnexions entre les sous-systèmes. 



REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES D’UN SYSTÈME 



11-1 Bloc fonctionnel 



Il existe une très grande diversité de représentations graphiques des systèmes répondant aux 
types de systèmes rencontrés et aux objectifs de l’étude menée. Précédemment, quelques 
premiers outils ont été utilisés : tableaux, graphes structurels, graphes d’arborescence. Citons pour 
mémoire également les diagrammes APTE et FAST qui sont des diagrammes strictement 
fonctionnels que nous n’exposerons pas ici. 



[2JI Fiche ressource "outils d’analyse fonctionnelle" 

L’automaticien, nous le verrons par la suite, nécessite, au-delà des informations strictement 
fonctionnelles, des informations structurelles permettant, selon son point de vue, le suivi des 
différents flux de matière d’œuvre. Ainsi, il adoptera une représentation qui consiste à figurer le 
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1 • Notion de système 



système par un rectangle, appelé bloc fonctionnel, matérialisant sa frontière et à l'intérieur duquel 
est inscrite sa fonction. Des flèches, entrantes (généralement à gauche) et sortantes (généralement 
à droite), indiquent alors respectivement la matière d'œuvre entrante et la matière d'œuvre 
sortante. Des flèches, entrantes par le dessus, figurent des données de contrôle et d'autres 
flèches, sortantes, figurent d'éventuelles sorties secondaires. Le flux de matière d’œuvre peut être 
souligné par des flèches plus voyantes. 

Données de contrôle 



Matière d'œuvre 
entrante 



Système 




Sorties secondaires 



Matière d'œuvre 
sortante 



Cette représentation peut-être partielle au niveau des données de contrôle ou des sorties 
secondaires, selon le point de vue et donc le niveau de précision que l'on souhaite apporter à la 
description. Elle peut être illustrée sur les trois premiers exemples précédents : 



■ Exemple 1 : 



Pression et température 
de l'air dans les quatre 
pneumatiques 



Alimentation électrique Réglages 






1 A 

Apporter des informations 
concernant l'état de 
pression et température 
des pneus 



Informations affichées 
au tableau de bord 



Système de surveillance des pneumatiques 



■ Exemple 2 : 



Position relative du 
véhicule qui précède 



Alimentation électrique Réglages Vitesse du véhicule 



1 A k 





Fournir une consigne 
permettant d’adapter la distance 
du véhicule à celui qui précède 




1 


1 



Informations affichées au tableau de 
bord 



^ Consigne de vitesse à 
l'ordinateur de bord 



Régulateur de vitesse à contrôle de distance 



Ou bien : 



Vitesse du véhicule 



Position relative du 

Alimentation électrique Réglages véhicule qui précède 



> 



A A 

Fournir une consigne 
permettant d’adapter la vitesse 
du véhicule à celui qui précède 



Informations affichées au tableau de 
bord 



^ Consigne de vitesse à 
l'ordinateur de bord 



Régulateur de vitesse à contrôle de distance 



Exemple 3 : 



Alimentation électrique 



Champ magnétique 
Réglages terrestre 

Cap à suivre Actions de la mer et du vent 



Cap courant 



LA 






Établir le cap 
d’un voilier 



Informations affichées au tableau de 
bord 

Nouveau cap 




Voilier + pilote automatique 

Remarque : le voilier lui-même fait partie du système puisqu’il participe à la modification de son 
cap. C’est lui qui subit les actions mécaniques de la mer (safran + coque) et du vent (voilure) 
permettant l’orientation nécessaire au changement de cap. Voir plus loin. 








Il Représentations graphiques d'un système 
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Interactivité de systèmes 

Les blocs fonctionnels ainsi définis peuvent alors être interconnectés au niveau de leurs entrées et 
sorties pour matérialiser l’assemblage de systèmes. Ainsi, une analyse descendante peut être 
élaborée pour décrire la structure fonctionnelle interne d’un système, étape par étape et avec une 
nomenclature associée (A2 {A21, A22}, etc.) : 





Sous-système 2 



Cette représentation s'inspire de la méthode générale SADT ou IDEFO. 



JJ] Fiche ressource "outils d’analyse fonctionnelle" 

Cette méthode n’est pas la seule à reposer sur des blocs fonctionnels interconnectés. La lecture de 
cet ouvrage permettra d'en rencontrer d'autres. Le schéma bloc par exemple (cf. chapitre suivant), 
outil privilégié de l’automaticien, reposera sur cette description tout en s’en démarquant sur certains 
aspects. 



Y 11-3 D’un outil de description à un outil de simulation 

Si, dans un premier temps, les blocs fonctionnels interconnectés sont incontestablement un outil 
synoptique performant pour décrire la structure d’un système à travers les flux de matières 
d’œuvres, leur utilisation ne s’arrête pas à cette fonction de communication. De nombreuses 
simulations peuvent en effet s’y référer. 

Par exemple, une panne peut être simulée en considérant qu’une matière d’œuvre sortante est 
altérée ou inexistante à la sortie d’un sous-système. La représentation graphique permet assez 
facilement d’identifier les conséquences de cette panne, par suivi du flux de matière d’œuvre 
concerné. 

Mais l’usage principal qui va être détaillé dans cet ouvrage est d’associer une loi de 
comportement à chaque bloc fonctionnel. Une telle loi lie les sorties aux entrées. La description 
interconnectée traduit alors le système complet d’équations liant les différentes entrées-sorties 
entre elles et donc finalement le comportement du système. 
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1 • Notion de système 



En pratique associés à des logiciels de calcul, ces types de descriptions, plus ou moins adaptés, 
permettent donc de simuler le comportement du système en cours de fonctionnement, ce qui est 
d’un apport majeur pour les ingénieurs. 

L’essentiel du propos de cet ouvrage illustrera cette pratique, dans le cas restreint de systèmes 
obéissant à certains types de lois de comportement simples. 




POUR VOILIER A BARRE A ROUE 



Ce système est proposé à l’équipement du laboratoire de Sciences Industrielles pour l’Ingénieur 
des classes préparatoires scientifiques. Certains documents reproduits ci-après sont issus de la 
documentation conçue par Créa Technologie : http://www.crea-technologie.com 



• MI-1 Description générale du système 

Un voilier est dirigé à l’aide d’un « gouvernail » qui est 
l’ensemble constitué : 

• du « safran » au contact de l’eau ; 

• de la « mèche » qui est l’axe de la liaison pivot entre 
le safran et la coque ; 

• d’une « barre franche » manœuvrée en poussant ou 
en tirant ou d’une « barre à roue » manœuvrée 
comme un volant par le barreur. 

On s’intéresse ici aux voiliers de grandes dimensions 
équipés d’une barre à roue. La transmission de la 
puissance de la barre à la mèche de gouvernail peut être 
directe (câble, système de bielles) ou assistée par un 
groupe hydraulique, composé principalement d’un moteur, 
d’une pompe et d’un vérin. Ci-contre le montage d’un 
groupe hydraulique d’assistance sur une transmission par 
parallélogramme déformable. 




Vérin hydraulique 



Moteur électrique 

Pompe 
hydraulique 

Mèche de 
gouvernail 



De plus, cet ensemble peut également s’insérer dans un système complet de pilotage automatique 
dans lequel le barreur est affranchi de toute action sur la barre à roue et se contente de 
sélectionner un cap à suivre sur un boîtier de commande. 





III Pilote automatique Navico pour voilier à barre à roue 
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C’est le cas du système développé par les sociétés Lecomble et Schmitt ( http://www.ls-france.com ) 
et Navico ( http://www.navico.com ). Il comporte les éléments suivants : 




Compas ■ — 

Boîte de jonction 



Boîtier de commande 



Barre à roue 



Groupe hydraulique 



Capteur d’angle 



Boîtier de puissance 



• une partie agissant mécaniquement sur le cap du voilier constituée du safran (plus en fait tout 
le bateau sur lequel agissent la mer et le vent) et du groupe hydraulique, muni d’un groupe de 
puissance alimentant son moteur électrique ; cette partie sera appelée chaîne d’action ; 

• un compas ; 

• un capteur d’angle sur la mèche du safran ; 

• une partie composée d’une « boîte de jonction » et d’un boîtier de commande assurant le 
traitement des différentes informations ; cette partie sera appelée partie commande (PC) ; 

• plus une barre à roue pour un usage manuel de sécurité ou d’agrément, considérée comme 
hors système. 

NB : les notions de PC et de chaîne d’action seront définies 

d’une manière générale au paragraphe V. 



Le support du groupe se fixe sur le voilier selon une liaison 
adaptée à la cinématique de l’ensemble (liberté en rotation 
autour d’un axe parallèle à celui de la mèche). L’extrémité de la 
tige du vérin hydraulique est reliée à la mèche du safran. 



-2 Analyse descendante 



Les différentes parties qui ont été décrites ci-dessus (barre à roue exclue), associées à leurs 
interconnexions, permettent d’élaborer la définition de sous-systèmes selon l’analyse descendante 
de type SADT exposée ci-dessous. 




Rappel de la fonction globale (A-0) : 

Actions de la mer et du 
vent 



Cap courant 



Réglages 
Cap à suivre 



Alimentation 

électrique Qh am p magnétique terrestre 



Établir le cap 




d’un voilier 


A-0 



Informations affichées au tableau de 
bord 



Nouveau cap 



Voilier + pilote automatique 



Cette fonction globale nécessite le pilote automatique et le voilier lui-même dont les limites 
définissent la frontière du système. Un premier niveau d’analyse peut faire apparaître les sous- 
systèmes suivants : 
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1 • Notion de système 



Actions du vent et Alimentation Champ magnétique 
Cap à suivre Réglages de la mer électrique terrestre 




Voilier + pilote automatique 



Ce diagramme de niveau AO permet la lecture du fonctionnement global du système. Le barreur 
définit le cap à suivre qui est connu de la PC. Celle-ci a, à chaque instant, connaissance du 
nouveau cap suivi par le voilier (information fournie par le compas qui nécessite pour cela la 
mesure du champ magnétique terrestre). La PC peut donc comparer ce cap avec le cap à suivre et 
élaborer des ordres qu’elle fournit à la chaîne d’action pour que celle-ci permette la modification du 
cap. Ces ordres dépendent de la position courante du safran, fournie par le capteur d’angle. 

Des réglages divers peuvent être effectués, permettant d’adapter le système au type de voilier et 
au type de comportement souhaité. 



L’analyse descendante peut être poursuivie, par exemple à partir du diagramme A2 : 

Alimentation Actions du vent et 

Ordres Réglage du débit électrique de la mer 




Chaîne d’action + capteur d’angle 



On lit sur ce diagramme que les ordres provenant de la PC (sous forme électrique basse 
puissance) sont transformés en énergie mécanique par le groupe hydraulique (mouvement de la 
tige du vérin). Un apport énergétique est nécessaire, d’où la connexion à l’alimentation électrique 
pour amplification. On peut remarquer que, pour le niveau de description A2, les ordres de la PC 
constituent une donnée de contrôle alors qu’il s’agit de la matière d’œuvre entrante du groupe 
hydraulique A21. 









III Pilote automatique Navico pour voilier à barre à roue 



11 



La vitesse de translation de la tige du vérin peut être adaptée au voilier par réglage du débit de la 
pompe du groupe hydraulique apparaissant en donnée de contrôle. Il s’agit d’un des réglages qui 
apparaissaient en données de contrôle du bloc AO. Il est défini plus précisément à ce niveau. 

Cette énergie mécanique, portée par la translation de la tige du vérin du groupe hydraulique, 
permet l’orientation du safran par la chaîne cinématique A22, orientation dont l’information de la 
valeur est transmise à la PC (sortie du bloc A2). 

L’ensemble des actions mécaniques s’exerçant sur le voilier (action du vent + action de la mer 
dépendant de la position du safran) provoque (A23) une modification de son cap, comme attendu. 
On peut poursuivre la logique descendante pour décrire le groupe hydraulique selon : 




Groupe hydraulique 



Les ordres provenant de la PC doivent commander le déplacement de la tige du vérin dans un sens 
ou dans l’autre. Pour cela la solution retenue est de faire tourner la pompe (qui est à double sens 
de marche), et donc le moteur électrique d’entraînement, dans un sens ou dans l’autre. 

Le groupe de puissance, raccordé à l’alimentation électrique, élabore donc la tension d’alimentation 
du moteur, positive ou négative selon le signal (ordre) qu’il reçoit de la partie commande. Cette 
tension est la matière d’œuvre entrante du moteur. Celui-ci entraîne mécaniquement la pompe qui 
débite alors, dans un sens donné, dans l’une ou l’autre des chambres du vérin double effet. Le 
déplacement dans le sens souhaité de la tige du vérin double effet transmet enfin l’énergie 
mécanique attendue à la chaîne cinématique. 

Moteur Pompe Vérin 

Le groupe hydraulique qui est 
proposé aux laboratoires des 
classes préparatoires scienti- 
fiques est constitué du moteur, 
de la pompe et du vérin de ce 
pilote automatique. 



Écorché de l’ensemble moto-pompe : 
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1-3 Limites de l’analyse descendante 



L’analyse fonctionnelle descendante est adaptée à des systèmes complexes pluritechnologiques et 
dont les différentes grandeurs de travail (essentiellement les matières d’œuvre) sont de natures 
variées : ordres ou informations généralement électriques, énergies électriques, mécaniques, 
thermiques, etc. Lorsque le niveau d’analyse s’abaisse, une limite est assez rapidement atteinte, en 
particulier lorsque l’on travaille sur une nature d’énergie ou une technologie déterminée. 



Par exemple ici, pour décrire le système constitué du 
moteur, de la pompe et du vérin, il existe une 
schématique propre aux technologies hydrauliques qui 
sera bien souvent préférée. Voir schéma ci-contre. 

De même, si on veut encore descendre plus bas dans 
l’analyse pour préciser le fonctionnement interne de la 
pompe par exemple, il existe : 

• des éléments de la schématique propre aux 
technologies hydrauliques permettant, par exemple, 
d’expliciter les solutions retenues pour assurer la 
sécurité en cas de surpression, ce dont il est très 
difficile, voire impossible, de rendre compte à l’aide 
de blocs fonctionnels ; 

• des représentations propres aux systèmes 
mécaniques (modèles 3D, dessins 2D, éclatés, 
schémas, etc.) permettant d’expliciter les différentes 
pièces réalisant les différentes transmissions et 
transformations de mouvements et d’efforts au sein 
du mécanisme. 





Schéma hydraulique simplifié du sous 
système moteur-pompe-vérin 




Schéma hydraulique détaillé du sous 
système moteur-pompe 




Dessin 2D partiel de la pompe 



Modèle 3D de la pompe 
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1-4 Modélisation (partielle et simplifiée) puis simulation 

IN-4-1 Moteur électrique 

Un moteur électrique est un ensemble de constituants matériels conçu dans le but de transformer 
de la puissance électrique en puissance mécanique. Ainsi, peut-il être représenté par : 



Température ambiante 



Puissance électrique 





Transformer une 
puissance électrique en 
puissance mécanique 



Pertes calorifiques 

Puissance mécanique 



Moteur électrique 



L'intensité du couple résistant sur le 
rotor (dû au mécanisme récepteur) 
modifie sa vitesse et donc la nature 
de la transformation de puissance. 
Ce couple résistant apparaît donc en 
donnée de contrôle. Ce caractère 
"négatif de certaines données de 
contrôle conduit à dire qu'elles 
agissent alors en perturbations. 




Dans une moindre mesure, la température de l'environnement modifie les caractéristiques 
électromécaniques du moteur et peut donc aussi éventuellement figurer comme donnée de 
contrôle. Le rendement de la transformation étant nécessairement imparfait, elle se produit avec 
des pertes calorifiques que l'on figure en sortie annexe. 

■ Remarque : Ces pertes calorifiques peuvent, dans des situations extrêmes, générer une 
élévation de température. Il y a donc dans ce cas un phénomène de bouclage (ou rétroaction) ici 
dû à une interaction entre le système et son milieu extérieur, au-delà de sa fonction même. Cette 
complexité est un élément essentiel que doit être capable de prendre en compte un ingénieur 
aujourd'hui. 

■ Construction d’un modèle mathématique : 



Dans le cas d'un moteur à courant continu, sous réserve d'hypothèses simplificatrices usuelles, 
la transformation énergétique est modélisée par les équations données ci-après. 




• L'équation électrique (loi d'Ohm dans le circuit d'induit), liant la tension d'alimentation u(t) à 
l'intensité du courant de commande i(t), s'obtient classiquement sachant que l'induit peut être 
modélisé comme une résistance R en série avec une inductance L et une force électromotrice 
e (t) : 

u(t) = Ri(t) + L^(t) + e(t) 
dt 
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1 • Notion de système 



• L'équation mécanique s'obtient en appliquant le théorème de l'énergie cinétique à l’ensemble 
mécanique entraîné par le rotor tournant à la vitesse (pulsation) oo(t), soumis à un couple 
électromagnétique c m (t) et un couple résistant c r (t) : 

c m (t)-c r (t) = J^(t) 

où J est l'inertie équivalente de l’ensemble des parties mobiles, ramenée sur le rotor. 

• Les équations de couplage électromécanique s'écrivent : 

c m (t) = K c i(t) 

e(t) = K v to(t) 

où K c et K v sont des constantes, appelées respectivement constante de couple et constante de 
vitesse. 



Un tel moteur, commandé en tension u(t), peut alors se caractériser par la loi de comportement que 
traduit l'équation différentielle suivante, obtenue à partir des quatre équations ci-dessus, par 
élimination de i(t) et e(t) : 



oo(t) + 



RJ doo 
K C K V "dt" 



a)+ 



LJ d 2 co 
K C K V dt 2 



(t) = -U(t)- 

K v 



1 

K C K V 



( R c r(t) + L 



dc r (t) 

dt 



Il apparaît que la vitesse oo(t) du rotor est commandée par la tension u(t) de son alimentation, mais 
dépend aussi du couple résistant. Sous cette modélisation (où les pertes calorifiques 
n'apparaissent pas) une autre représentation fonctionnelle du moteur peut alors être élaborée : 



Couple résistant c r (t) sur l'arbre 



Tension d'alimentation 

u(t) ► 



Moteur électrique 



Fournir une puissance 
mécanique portée par un arbre 
tournant 



Vitesse de rotation de 
l'arbre 
ü)(t) 



NB : Sachant, par exemple, que les valeurs des constantes électriques peuvent dépendre 
légèrement de la température, cette description peut être complétée par l'indication de la 
température ambiante en donnée de contrôle dans une description très précise. 

Si on suppose, assez grossièrement, que le couple résistant est constant, ce qui correspond, via la 
chaîne vérin-pompe à une action de l’eau sur le safran constante, cette donnée de contrôle 
devient inutile, d’où la loi de comportement simplifiée : 



00(t) + 



RJ doo 
K C K V "dt" 



a)+ 



LJ d 2 co 
K C K V dt 2 



(t) = -U(t)-C ,e 

K V 



Loi à laquelle on associe le bloc fonctionnel : 



Tension d'alimentation 
u(t) 



Fournir une puissance 
mécanique portée par un arbre 
tournant 



Moteur électrique 



Vitesse de rotation de 
l'arbre 
co(t) 



Ce bloc est compatible avec le bloc A212 de la description du groupe hydraulique du pilote. 
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111-4-2 Accouplement de la pompe 

La puissance mécanique fournie par le moteur permet l’entraînement de la pompe. Celle-ci génère 
une puissance hydraulique sous forme d’un débit d’huile sous une certaine pression, constante, 
puisque précédemment l’action de l’eau sur le safran a été supposée constante : 



Puissance 

mécanique 



Réglage du 
débit 






i 

Transformer la puissance 
mécanique en puissance 
hydraulique 



Pompe 



■ Construction d’un modèle mathématique : 



Débit d'huile sous une 
certaine pression 



La pompe étant une pompe volumétrique, le débit d'eau q(t) qu'elle 
fournit ne dépend, pour un réglage donné, que de la vitesse de rotation 
de son arbre d'entrée, accouplé au moteur électrique. Dans la 
puissance mécanique entrante, seule la composante de vitesse 
intervient donc dans la réalisation de la fonction. 

Le débit peut être considéré comme proportionnel à cette vitesse si la 
pompe est suffisamment régulière (très grand nombre de pistons, 
rotation très rapide). Le modèle mathématique associé au système 
pompe est donc : q(t) = K œ(t). 

L’opération de réglage du débit a pour action de définir la grandeur K. 




On lui associe alors la description fonctionnelle : 



Vitesse de rotation de 
l'arbre — 
co(t) 



Réglage du 
débit 



> 



L_ 

Transformer la puissance 
mécanique en puissance 
hydraulique 



Pompe 



Débit q(t) 



On constate, dans cette description, une matière d’œuvre entrante qui n’est autre que la matière 
d’œuvre sortante de la description retenue pour le moteur, ce qui permet la connexion des 
graphes : 

Réglage du 
débit 




111-4-3 Accouplement du vérin double effet 

La puissance hydraulique fournie par la pompe permet le déplacement de la tige du vérin. Celui-ci 
génère une puissance mécanique sous forme d’une vitesse de déplacement s’opposant à un effort 
résistant, constant, toujours puisque précédemment l’action de l’eau sur le safran a été supposée 
constante : 
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1 • Notion de système 



Débit d’huile sous une 
certaine pression 



Transformer une puissance 
>. hydraulique en puissance 
mécanique portée par une 
tige se translatant 



Vérin 



^ Puissance mécanique 



■ Construction d’un modèle mathématique : 



La vitesse de déplacement s’obtient par division du débit par la section utile du vérin. Le modèle 
mathématique associé est donc : 



v(t)-^q(t) 

En effet, pendant une durée élémentaire dt, le 
piston s’est déplacé d’une distance dx(t) et la 
quantité d’huile entrée (ou sortie) est q(t)dt. 
L’huile étant raisonnablement incompressible 
pour les pressions en jeu, cette quantité d’huile 
correspond au volume décrit par la section utile 
du piston, soit Sdx(t). 

dx 

Alors Sdx(t) = q(t)dt, d’où S — (t) = q(t) et donc 



le résultat. 



Déplacement dx(t) 





i 








i 

i 

i 

i 




1 




j r 




à 


V 


► 


i 

i 

i 

fcj 


r 




Sectic 


\ 

)n utile S \ 

Volume Sdx(t) ^ 



Volume q(t)dt Volume q(t)dt 



NB : on remarquera ici tout l’intérêt d’avoir un vérin à double tige présentant la même section utile 
de chaque côté du piston et donc l’égalité des débits entrant et sortant. 

On associe à ce modèle la description fonctionnelle : 



Débit q(t) 



Fournir un déplacement en 
translation rectiligne 



Vérin 



Vitesse de 
^ déplacement 
v(t) 



Description pouvant se connecter à celle du système moteur-pompe précédemment établie : 




Les développements précédents ont permis de proposer un modèle mathématique (sous les 
hypothèses simplificatrices signalées) au sous-système réalisant les fonctions A212, A213 et A214 








III Pilote automatique Navico pour voilier à barre à roue 



17 



mises en évidence dans l’analyse SADT. Ce modèle peut également se représenter graphiquement 
par : 



Tension 



Réglage de K 




La résolution de ces équations permet d’avoir la vitesse de déplacement v(t) de la tige du vérin en 
fonction de la tension d’alimentation u(t) du moteur à partir de conditions initiales. Ici par exemple, 
si u(t) est un créneau (tension constante pendant un certain temps, nulle sinon) à partir d’une 
situation de repos, l’évolution de la vitesse v(t) a l’allure donnée ci-dessous. Ceci constitue une 
simulation du fonctionnement du sous-système, que l’ingénieur devra confronter aux résultats 
attendus, tout en gardant en mémoire que des hypothèses simplificatrices ont été acceptées pour 
construire le modèle. 

tension (V) vitesse (mm/s) 





Matière d’œuvre entrante : créneau de tension Matière d’œuvre sortante : vitesse de tige 



■ Remarque 

Si la matière d’œuvre sortante qu’il convient de considérer (notion de point de vue) n’est pas la 
vitesse de déplacement de la tige, mais ce déplacement lui-même depuis la position occupée à la 
date t=0, on écrira par intégration que ce déplacement est : 

t t 

x(t) =J v(x)dx = J ^-q(x)dx 
0 0 

D’où la nouvelle description : 
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1 • Notion de système 



Tension 



Réglage de K 





IV-1 Démarches de modélisation : modèles 
de connaissance et de comportement 



^^^Système 




Les trois composants du sous-système décrit précédemment ont 
pu être modélisés mathématiquement, sous certaines hypo- 
thèses simplificatrices, à partir de résultats établis dans divers 
champs disciplinaires de l'ingénieur : ici l’électricité, la mécanique 
et l’hydraulique. De tels modèles sont appelés modèles de 
connaissances. 

Par exemple les problèmes de sensibilité des composants du 
moteur à la chaleur ont été occultés, les efforts ont été supposés 
constants, etc. Par ailleurs, les limites en déplacement du vérin, 
ou en vitesse, courant et tension du moteur, n’ont pas été prises 
en compte. 

Il est important de bien noter que ces hypothèses simplificatrices 
acceptées doivent être validées par une confrontation entre les 
prévisions du modèle et la réalité constatée par l'expérience. 
Dans le cas contraire, ces hypothèses doivent être revues, et 
donc le modèle tout entier également. 











IV Modélisation et simulation — quelques précisions 
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Par cette confrontation itérative, caractéristique du travail scientifique, l'ingénieur aboutit à un 
modèle satisfaisant dans un certain contexte précisément défini, où les hypothèses sont 
acceptables. Ce contexte est appelé domaine de validité du modèle. 

Lorsque la complexité est trop importante, ou dans des contextes où la science ne fournit pas de 
réponse suffisamment précise, un modèle de connaissances peut s'avérer impossible à établir. 

La seule solution consiste alors en une expérimentation sur le composant, qui doit donc exister, du 
moins sous forme de prototype en phase de conception. Il est alors soumis à des sollicitations 
types. Ses réponses à ces sollicitations permettent de le décrire à partir de modèles 
mathématiques standards. On dit alors que l'on procède par identification et les modèles ainsi 
élaborés sont appelés modèles de représentation ou de comportement 

Tout au long de cet ouvrage, seront présentés des exemples de modèles de comportement usuels 
(comme nous venons déjà de le voir pour un moteur à courant continu, une pompe volumétrique ou 
un vérin hydraulique) ainsi que des méthodes permettant l’identification à des modèles de 
représentation. 

■ Remarque : Par ailleurs, il faut noter que l'ingénieur utilise également des sources extérieures, 
lorsqu'il assemble, dans le système qu'il conçoit, des composants provenant de fournisseurs. Dans 
ce cas, ce sont ces fournisseurs qui communiquent des modèles pour leurs produits. Ceux-ci sont 
alors pris comme objets techniques, non décomposables. Ces modèles, qu'ils soient de 
connaissances ou de représentation, devront être combinés à ceux des autres composants du 
système, selon la structure de celui-ci. 

Le modèle global, assemblage de tous les modèles des différents composants du système 
(quelque soit leur origine), peut alors être utilisé pour effectuer des simulations aidant l'ingénieur 
dans sa tâche de prise de décision tout au long de la phase de conception ou d'amélioration du 
système. 



L’exemple retenu précédemment a été volontairement simple, car il est introductif : 

- le modèle de connaissances a été établi sous de nombreuses hypothèses simplificatrices ; 

- les trois équations obtenues sont relativement simples et indépendantes les unes des autres. 

Ce dernier point est dû au fait que la structure du sous-système considéré est la simple mise en 
série de trois composants. Lorsque des boucles apparaissent, comme par exemple sur le 
diagramme AO décrivant le système entier, pilote automatique + voilier, la résolution des équations 
est beaucoup plus complexe. 

Cet ouvrage proposera des méthodes mathématiques, à travers la définition de la transformée de 
Laplace et de la notion de fonction de transfert permettant de pallier certaines difficultés. 

Toutefois, dans bien des situations, aujourd’hui, la complexité des équations obtenues est telle que 
seule une simulation numérique permet leur résolution. Cette simulation peut être effectuée soit par 
programmation soit, de plus en plus aujourd’hui, par des logiciels spécifiques aux interfaces 
graphiques puissants. 

Les possibilités énormes qu’offrent aujourd’hui des logiciels de ce type ne doivent pas pour autant 
dispenser l’ingénieur, et a fortiori l’élève ingénieur, d’une réflexion quant aux simplifications 
raisonnables pouvant être apportées au modèle, ceci dans un souci de clarté, de limitation des 
risques d’erreur et de temps de calcul. On peut trouver ici une analogie avec les cartes routières : il 
est inutile pour un trajet autoroutier de s’encombrer de cartes de randonnée au 1/25000 ... 




■2 Complexité mathématique 
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1 • Notion de système 



V - SYSTÈMES AUTOMATIQUES 




Un peu d’histoire 



Il est usuel de définir quatre grandes catégories de systèmes, correspondant à quatre périodes de 
l’histoire de l’humanité. Toutefois, les quatre catégories cohabitent, une nouvelle n’ayant jamais 
totalement éliminé l’ancienne. 



■ Avant la mécanisation 

(de la préhistoire au 18 ou I9 eme siècle) 

À part quelques cas très Matière d'œuvre 
particuliers, pendant toute cette entrante 

période, l’homme fait partie 

intégrante de tous les systèmes 
qu’il conçoit. Sa présence est 
indispensable au fonctionnement 
du système. 

Il apporte parfois I énergie, quand 
ce travail n’est pas confié à un 
animal, et toujours son savoir- 
faire. C’est lui qui assure la 
commande de l’outil ou de la 
machine sur laquelle il exécute un 
travail, qu’il ajuste en fonction des 
observations que lui renvoient ses 
sens : vue, sensation d’effort, etc. 



Actions extérieures 



— -L— 



Outil ou machine 



L _ __ 



A 



Matière d'œuvre 
sortante 
+ sorties 
secondaires 



_ ■ _ j 



CO C/) 

E S 



Homme 

et/ou 




Homme 


animal 







■ Avant l’automatisation 

(du I9 eme siècle au début du 20 eme siècle) 



Échanges avec l’extérieur 
Actions extérieures 



La mécanisation, permise par la 
découverte de la machine à 
vapeur, puis de l’électricité et des 
moteurs thermiques, permet un 
apport énergétique extérieur au 
système. 

La partie du système qui agit 
directement sur la matière d’œuvre 
est alors appelée partie opérative. 
L’homme est toujours présent dans 
le système, mais il n’apporte plus 
d’énergie : il n’intervient que par 
son savoir-faire. Celui-ci lui permet 
de donner des ordres à la partie 
opérative, par des convertisseurs 
connectés à la source d’énergie : 
vannes sur les machines à vapeur, 
potentiomètres sur les machines 
électriques, etc. Il agit parfois 
directement sur la partie opérative, 
mais de manière secondaire et à 
niveau d’énergie faible. 



Matière d'œuvre 




Échanges avec l’extérieur 
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Les retours d’information que l’homme reçoit, soit directement, soit par des intermédiaires adaptés 
(voyants, ...) lui permettent, en fonction de son savoir-faire, de corriger les ordres jusqu’à obtention 
du résultat. 



NB : le terme de mécanisation provient du fait historique que les premiers systèmes ainsi réalisés 
possédaient des parties opératives agissant sur des matières d’œuvre de nature mécanique. Il doit 
se comprendre, de manière plus générale aujourd’hui, pour des matières d’œuvre autres 
(thermiques, électriques, etc.). 

Actions extérieures 



■ Après l’automatisation 
(depuis le milieu du 20 eme siècle) 

L’automatisation permet, à partir de 
la seconde guerre mondiale, que la 
frontière de la machine rejoigne 
celle du système. Pour cela un 
nouvel organe apparaît : la partie 
commande. 

Celle-ci possède le savoir faire 
nécessaire que l’homme lui a 
transmis. 

Dans ce contexte, l’homme est 
complètement extérieur au 
système en fonctionnement. Ses 
seules interventions consistent en 
la programmation de la partie 
commande et aux opérations de 
marches et arrêts. Cette tâche peut 
d’ailleurs aussi faire l’objet d’autres 
parties commandes, de systèmes 
automatisés extérieurs dits alors 
hiérarchiquement supérieurs. 




Échanges avec l’extérieur 
(homme, autres parties commandes) 



Les convertisseurs d’ordres vers la partie opérative et d’informations depuis la partie opérative sont 
alors respectivement appelés préactionneurs et capteurs. 

■ Plus récemment (depuis la fin du 20 eme siècle) 

Depuis une vingtaine d’années, on assiste à une évolution notable vers l’intégration des différents 
constituants. 



L’automatisation, comme son nom l’indique, résultait d’une démarche qui consistait à remplacer 
l’homme dans un système où il était présent. On automatisait un système. On réalisait des 
systèmes automatisés. La démarche de conception suivait l’histoire : on automatisait un système 
mécanisé. Mais aujourd’hui, les systèmes sont directement conçus comme tels. Leurs constituants 
ne respectent plus nécessairement le découpage simple des systèmes automatisés. Les 
préactionneurs peuvent être intégrés à la partie commande par exemple. Il est alors délicat de 
parler de systèmes automatisés. On parle alors tout simplement de systèmes automatiques. 



Syst. manuels 
^ Syst. mécanisés 
Syst. automatisés 



■ Syst. automatiques 



□ 




Invention de l’outil 



19 eme siècle 



2 nde guerre mondiale Années 90 
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1 • Notion de système 



■ L’exemple du pilote automatique de voilier 

Le système où le cap est maintenu par un barreur est un système manuel. Le barreur utilise 
l’énergie issue de sa force physique pour manoeuvrer la barre et agit sur celle-ci pour réajuster en 
permanence le cap. 

Il existe des systèmes mécanisés où une assistance hydraulique fournit l’essentiel de l’énergie 
nécessaire à la rotation de la barre, la position de celle-ci continuant à être définie par le barreur. 
C’est une solution de mécanisation, comparable par exemple avec les directions assistées des 
automobiles. 

Le système de pilote automatique qui a été décrit précédemment est un système automatisé. 



V-2-1 Système automatique 

Compte tenu de l’introduction historique qui vient d’être conduite, on peut retenir la définition 
suivante : 

Un système automatisé ou automatique est un système dans lequel le savoir faire de l’homme 
est assuré par une partie du système lui-même. 

La distinction entre « automatisé » et « automatique », qui traduit la démarche historique, n’offre 
pas grand intérêt puisque les deux types de systèmes ne présentent pas fonctionnellement de 
différence. Tous deux seront donc qualifiés d automatiques dans la suite de cet ouvrage. 

Il existe, bien entendu, de nombreux systèmes au caractère automatique partiel, une partie 
seulement du savoir faire étant assurée par un constituant. Leur qualification selon les termes qui 
viennent d’être définis s’avère alors délicate. Il en va par exemple d’un véhicule possédant une 
boîte de vitesses automatique, un régulateur de vitesse, une climatisation, etc., mais qui continue à 
être dirigé par le conducteur. Les sous-systèmes cités sont clairement automatiques, par contre le 
système véhicule ne l’est pas. 

On parlera alors de systèmes partiellement automatiques. 

V-2-2 Partie commande (PC) 

C’est le sous-système qui élabore des ordres vers les préactionneurs, qui provoqueront les actions 
voulues sur la partie opérative. Cette PC agit en fonction : 

• d’informations issues de la partie opérative via les capteurs, 

• d’informations en mémoire ou fournies par l’extérieur. 

V-2-3 Préactionneurs 

Ce sont les sous-systèmes qui distribuent l’énergie vers la partie opérative en fonction des ordres 
qu’ils reçoivent de la partie commande. Ils sont connectés à la source extérieure d’énergie. 

V-2-4 Capteurs 

Ce sont les sous-systèmes qui évaluent l’état de la partie opérative pour transmettre des 
informations à la partie commande. 

V-2-5 Partie opérative (PO) 

C’est le sous-système complément, les trois précédents ayant été définis. Si la complexité le 
permet, on y distingue : 
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• les actionneurs qui convertissent l’énergie ; 

• les transmetteurs qui transmettent l’énergie ; 

• les effecteurs qui opèrent sur la matière d’œuvre. 



L’exemple du pilote automatique de voilier 



Ordres 



Cap courant ; 



Réglage du débit 

i 



Alimentation 

électrique 



Actions du vent et 
de la mer 



i 

i 

t 



Adapter les 
ordres 



A21 



n 

Groupe hydraulique 



Énergie 

mécanique 



Orienter le safran 
A22 



Position du safran 



Chaîne cinématiqi 
+ capteur d’angle 




Rejoindre le cap 

A23 



Chaîne d’action + capteur d’angle 
Alimentation 
électrique 



Réglage du débit 

i 



Ordres 



Distribuer 

l’énergie 

électrique 



A211 



i 

Groupe de puissance 



Énergie électrique 



T ransformer 
l’énergie 

A212 



T 

Moteur électrique 



Énergie 

mécanique 




Adapter l’énergie 

A213 

Pompe 



T 



Énergie 

mécanique 



Info de 
position du 
safran 



Nouveau 

cap 




Fournir un 
déplacement en 
trans. rectiligne 

A214 



Énergie 

méca. 

-► 



Vérin 



A21 



Groupe hydraulique 

Le préactionneur est le groupe de puissance. L’actionneur est le moteur électrique. Les différents 
transmetteurs sont la pompe, le vérin et la chaîne cinématique où un capteur mesure l’orientation 
de l’arbre de sortie. L’effecteur est le voilier muni de son safran. On s’aperçoit que les choix ayant 
abouti à l’analyse descendante présentée ne respectent pas le découpage fonctionnel qui vient 
d’être défini. Petite difficulté, liée au point de vue, à laquelle il conviendra d’apprendre à s’adapter... 
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V-2-6 Notion de chaîne fonctionnelle 



Lorsque la complexité des systèmes augmente, le découpage qui vient d’être proposé peut 
s’avérer inopérant. En effet, lorsque la partie opérative exécute plusieurs fonctions en parallèle, 
c’est-à-dire qu’elle travaille sur une matière d’œuvre multivariable, il devient plus pratique d’extraire 
de la PC, de la PO, du nombre de préactionneurs et de capteurs, les éléments qui participent à la 
réalisation d’une même fonction, définissant alors ce que l’on appelle une chaîne fonctionnelle : 




(homme, autres parties commandes) 



Actions extérieures 



Dans ce contexte d’isolement 
d’une chaîne fonctionnelle, le 
découpage fonctionnel en chaîne 
d’énergie (ou d’action) et chaîne 
d’information (ou de commande), 
définies ci-contre, est couramment 
utilisé. 




(homme, autres parties commandes) 
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■ Robot parallèle 6 axes EX800 

Le pilote automatique ne présente qu’une seule chaîne fonctionnelle. Parmi les différents systèmes 
proposés pour le laboratoire de Sciences Industrielles pour l’Ingénieur des classes préparatoires 
scientifiques, prenons l’exemple de la plate-forme (robot parallèle) 6 axes développée par la 
société Deltalab-Cosimi : http://www.deltalab-cosimi.fr 



Un tel système permet de déplacer un objet supporté par la plate-forme supérieure par rapport à 
l’embase fixe à l’aide de six vérins électriques montés sur des rotules entre ces deux solides. Il 
reproduit la structure de systèmes utilisés dans des simulateurs (de vol, de conduite, etc.), dans 
certains robots industriels, dans certaines machines-outils de nouvelle génération, etc. 



Programme du mouvement 



Efforts 



Position 

quelconque d’un 
objet 



Énergie électrique 

i L 



Positionner un objet 



A-0 



Objet en position 



Infos vers l’ordinateur de pilotage 



EX800 




Ce système possède six chaînes 
fonctionnelles identiques en paral- 
lèle. Les six vérins électriques 
réalisant la partie opérative sont bien 
visibles sur la photographie de 
gauche. La carte de commande, 
localisée dans l’embase fixe, contient 
une partie de la PC (partagée avec 
la carte se trouvant dans l’ordinateur) 
et les préactionneurs (variateurs 
électroniques de vitesse). Elle est 
décomposée en six cartes d’axes 
distinctes. Une septième carte 
permet de piloter un septième vérin, 
fonctionnant indépendamment des 
six utiles et implanté à des fins 
expérimentales. Ces sept cartes sont 
visibles sur la photographie de droite 
et son agrandissement ci-contre. 



Plate-forme supérieure 
Vérin électrique 



Embase fixe 



Carte d’axe 



1 connexion vers le 7 eme vérin 



6 connexions aux 6 vérins du robot 
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t i 

Élément de PC spécifique à 
l’axe i 

ï 

}[ 



Carte implantée dans l’ordinateur 

F 

Programme du mouvement 



Vérin n°i 



Orifice de passage 
des fils vers deux 
vérins 



Connexion au vérin : 

• énergie électrique vers 
moteur 

• retours des capteurs 
implantés dans les vérins 



Vue de détail d’une carte d’axe : 



Connexion à la carte de l’ordinateur (commune aux sept cartes d’axes) : 

• ordres selon programme 

• retours d’informations 



Transformateur 



Tige en 
position qcq 



Énergie 

électrique 



Alimentation électrique de la carte depuis le 
transformateur (commune aux sept cartes d’axes) 



Tige 
positionnée 



Effort sur la tige 
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V-3 Systèmes logiques, continus, échantillonnés 



Pour une chaîne fonctionnelle donnée, la nature des informations sur laquelle travaille la partie 
concernée de la PC peut être, selon le besoin, représentée par une grandeur logique ou continue. 



■ Chariot filoguidé Mentor Sciences MP22 



Le chariot filoguidé également proposé pour le laboratoire de Sciences Industrielles pour l’Ingénieur 
des classes préparatoires scientifiques présente de nombreuses chaînes fonctionnelles dont 
certaines travaillent sur des grandeurs logiques, d’autres sur des grandeurs continues. Il est 
commercialisé par la société Didalab : http://www.didalab.fr 



Ce chariot reproduit, à échelle réduite, un chariot tel qu’on en rencontre dans les ateliers de 
production flexibles modernes, se déplaçant le long d’un fil inséré dans le sol pour déplacer des 
objets d’un poste de travail à un autre. Les différents postes sont identifiés par des codes barres. 



Fil Codes barres 



Programmation 


r i 


Énergie électrique 

t L 


Dhjpt à rléplarpr ^ 


Positionner un objet devant 
différents postes de travail, 
selon une séquence 
imposée. ^-0 


Objet place devant les 


^ différents postes 

+ Infos visuelles sur afficheur de contrôle 





MP22 



NB : d’autres entrées-sorties existent comme l’émission et la réception d’ultrasons pour la détection 
d’obstacles ou la réception de signaux infrarouges pour une commande manuelle, qui ne sont pas 
représentées ici dans un souci de simplification. 



Partie opérative 



Partie commande 



Afficheur de contrôle 



Batterie ou alimentation extérieure 

\ 



Code barres 




Connexion à l’ordinateur en phase de 
programmation 



Fil à suivre 



Un capot pouvant recevoir l’objet à transporter recouvre normalement l’ensemble. 
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■ Définitions 



Une grandeur logique , ou binaire , ne peut prendre que 
deux états, modélisés par les nombres 0 et 1. Par 
exemple le chariot est devant un certain poste (1) ou il 
ne l’est pas (0). La grandeur « être devant le poste n°i » 
est donc une grandeur logique. 

On rencontre aussi le qualificatif de grandeur discrète. 
Une telle grandeur peut prendre plusieurs valeurs, par 
paliers. On peut toujours ramener une description par 
grandeur discrète à une description par grandeur logique 
par changement de variable. Par exemple la variable 
« numéro du poste » est une grandeur discrète. Elle 
peut être remplacée dans la description par les n 
grandeurs logiques « être devant le poste n°i ». 

Une grandeur continue peut prendre toute valeur, dans 
un intervalle donné. Par exemple la commande de 
vitesse de déplacement du chariot ou sa distance 
mesurée par rapport au fil sont des grandeurs continues. 
Grandeur analogique est un synonyme. 




Commande T 
de vitesse 
chariot 



temps 



Arrêt devant le poste n°2 



Les chaînes fonctionnelles travaillant sur des informations représentées par des grandeurs 
logiques ou discrètes sont les chaînes logiques. Elles ne sont pas abordées dans cet ouvrage 
qui traite uniquement des chaînes à variables continues. 



■ Remarques 

1- On rencontre très souvent le terme de système logique ou continu. En fait un même système 
(par exemple le chariot filoguidé) peut travailler sur différentes grandeurs, certaines logiques, 
d’autres continues. Il est donc plus convenable de qualifier les chaînes fonctionnelles constituant le 
système, comme il vient d’être fait. Toutefois, dans la suite de l’ouvrage, limité aux chaînes 
continues donc ne présentant pas d’ambiguïté, les termes de chaînes et de systèmes pourront être 
confondus. 



2- Les technologies actuelles reposent de plus en plus 
sur des composants numériques, tels que des micro- 
processeurs, des filtres, des mémoires, etc. Ces 
composants travaillent sur des grandeurs continues 
préalablement codées en binaire par des convertisseurs 
(convertisseurs analogiques numériques CAN). Ils 
fournissent alors des résultats codés, qu’il convient de 
reconvertir en grandeurs continues par des 
convertisseurs inverses (convertisseurs numériques 
analogiques CNA). Ainsi, la partie commande ne 
travaille pas sur des grandeurs continues, mais sur des 
grandeurs codées avec une certaine précision, dites 
grandeurs échantillonnées. Des considérations qui 
dépassent le cadre de cet ouvrage montrent que sous 
certaines conditions de fréquence d’échantillonnage 
(nombre de points par unité de temps), les théories 
relatives aux signaux continus équivalents s’appliquent 
aux signaux échantillonnés. Toutes les études menées 
par la suite supposeront que ces conditions sont 
satisfaites. 




Commande 

échantillonnée 

A 





>- 

temps 




EXERCICES 



1-1 Présentation 



Une souris d’ordinateur a pour fonction de transmettre deux types d’informations à un ordinateur : 

• une information continue, codée numériquement, de sa position sur le plan de travail ; 

• des informations tout ou rien (binaires) obtenues par l’action de l’utilisateur sur des boutons. 



Contact avec le plan de travail 



Alimentation électrique depuis l’ordinateur 




Voie B 

A 



NB : Cette discrimination du sens de rotation se fait 
classiquement par comparaison de deux voies de mesure 
déphasées d’un quart de période, permettant la détermination 
de la voie qui précède l’autre. 



Codeur Galet Bille Carte électronique 



Voie A 



Commandes de l’utilisateur : 

• déplacement sur le plan 
de travail 

• action sur les boutons 





Informer l’ordinateur de sa 






position sur le plan de 






travail 




^ 


Transmettre des infos 






binaires 

A-0 


► 



Image du déplacement sur le plan 
de travail 



Informations binaires 



1 Souris 

L’étude proposée s’intéresse principalement à la 
première fonction, telle qu’elle est réalisée sur 
une souris mécanique. Ce type de souris est 
aujourd’hui remplacé par des souris optiques, 
plus performantes. L’utilisateur, en déplaçant la 
souris, génère la rotation d’une bille qui roule 
sans glisser sur le plan de travail. La rotation de 
la bille s’effectue autour d’un axe parallèle au 
plan de travail. Cette rotation est décomposée en 
deux composantes par l’intermédiaire de deux 
galets roulant sans glisser sur la bille. Ces galets 
commandent des codeurs incrémentaux qui 
transforment les fréquences de rotation des 
galets en signaux numériques. Ces signaux sont 
ensuite conditionnés par une carte électronique 
avant d’être transmis à l’ordinateur. L’essentiel du 
traitement consiste en une détermination du sens 
de rotation, conduisant à une incrémentation ou 
une décrémentation d’un compteur. 



Ce galet presseur, 
assurant un effort 
garantissant le non 
glissement de la bille 
sous les galets 
entraînant les codeurs, 
ne fait pas partie de 
l’étude. 



Codeur 



Galet 



Galet presseur 



Liaison avec l’ordinateur 
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Pour finir, cette image du déplacement de la souris sur le plan de travail est traduite, par le logiciel 
de pilotage de la souris, en les deux coordonnées du pointeur à l’écran. Cette dernière 
transformation, réalisée au sein de l’ordinateur, sort de la frontière retenue pour le système 
« souris ». 



Les figures qui suivent fournissent des informations fonctionnelles venant compléter cette 
description. 




1-2 Travail demandé 



À partir des différents éléments dont vous disposez, proposer une description de la souris selon la 
méthode SADT au niveau AO, faisant apparaître les huit sous-ensembles : 

• cadre 

• bille 

• galet 1 

• codeur associé au galet 1 

• galet 2 

• codeur associé au galet 2 

• carte électronique 

• boutons 
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1-3 Correction 



Contact avec le plan de travail Alimentation électrique depuis l’ordinateur 




i Souris 



Il - OPTIQUE ADAPTATIVE 



D’après une épreuve du concours Mines- 
Ponts PSI. 



11-1 Présentation 



En instrumentation astronomique, un système 
d’optique adaptative (OA) permet de corriger 
les effets des turbulences de l’atmosphère. 
Celles-ci provoquent des fluctuations 
aléatoires de l’indice de réfraction des 
couches de l’atmosphère traversées par la 
lumière, et sont à l’origine des déformations 
des surfaces d’onde reçues par le télescope. 
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Il en résulte non seulement une déformation instantanée des images, mais également un « flou » 
dû aux variations de la surface d’onde pendant la pose. 






r 



EtoKra 



On étudie ici un sous-système de l’optique 
adaptative du Very Large Telescope européen 
(VLT). 

Le schéma de principe d’une optique adaptative 
est présenté ci-contre : la surface d’onde, 
provenant de l’objet astronomique et déformée 
par l’atmosphère, est reçue par les miroirs 
primaire puis secondaire du télescope. La 
lumière est séparée par une lame dichroïque 
(un miroir partiellement réfléchissant), et 
renvoyée pour partie sur la caméra CCD où se 
forment les images, pour l’autre partie sur un 
analyseur de surface d’onde (ASO). Celui-ci 
fournit une estimation de la déformation de la 
surface d’onde. Un calculateur temps-réel en 
déduit les commandes à appliquer aux 
actionneurs de l’optique adaptative. 

Pour des raisons de traitement du signal et de 
technologie des miroirs adaptatifs, on 
décompose la surface d’onde en modes, c’est- 
à-dire qu’on la projette sur une base 
orthonormée de fonctions. 




Les premiers modes sont un « piston », mode d’ordre zéro, constant, et deux basculements 
orthogonaux, modes d’ordre un : tip-tilten anglais et tilts en jargon technique de l’astronomie. 

Le mode piston est indifférent et n’est pas corrigé. Les tilts représentent 90% de l’énergie de 
déformation. Les modes d’ordre compris entre 2 et une valeur maximale choisie par les 
concepteurs peuvent être corrigés par un miroir déformable, dont la technologie est généralement à 
base de matériaux piézoélectriques. Ce miroir ne peut presque pas corriger les tilts. Il est donc 
préférable de confier cette fonction à un sous-système séparé commandant un miroir plan par deux 
rotations orthogonales. 



11-2 Travail demandé 



Réaliser un diagramme SADT de l’ensemble du système d’optique adaptative : 

• niveau A-0 présentant la fonction globale 

• niveau AO détaillant les sous-fonctions. 



11-3 Correction 



En considérant la caméra CCD comme ne faisant pas partie du système d’optique adaptative 
(choix de la frontière), il vient : 



Énergie électrique Opérateur 







r i 


r 


Surface d’onde 
corrigée vers caméra 
CCD 


Surface d’onde perturbée 

^ 


Corriger une surface d’onde 






A-0 


► 



Système d’optique adaptative 





Énergie électrique 
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Et, au niveau AO : 




Système d’optique adaptative 
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ROBOT PARALLELE 6 AXES EX800 



Présentation 

On rappelle que le système EX800 est 

constitué : 

• d’une partie opérative : structure de 
robot parallèle 6 axes composée de 6 
vérins électriques réalisant le 
mouvement relatif entre une plate-forme 
supérieure (qui porte une charge, un 
outil, etc.) et une embase fixe ; 

• d’une carte de commande et 
d’acquisition insérée dans l’ordinateur 
de pilotage ; 

• d’une carte électronique pilotant les 6 
vérins, logée dans l’embase, regroupant 
des éléments de commande et les 
différents préactionneurs (variateurs 
électroniques de vitesse). 




Plate-forme supérieure supportant l’objet à déplacer 




Vérin électrique 



Embase fixe 



La partie commande est donc répartie sur deux cartes de commande : la carte insérée dans 
l’ordinateur et certains éléments de la carte située dans l’embase. Voir V-2-6 précédemment. 



Ainsi, la frontière du système considéré ne se limite pas à la frontière matérielle du système 
photographié ci-dessus, mais inclut la carte insérée dans l’ordinateur. La connexion à l’ordinateur 
est donc nécessaire au fonctionnement, à l’inverse du chariot MP22 par exemple où la PC entière 
est sur la carte électronique et qui peut donc fonctionner en autonomie. 



Cette partie commande donne ses ordres à la partie opérative en fonction : 

• de la programmation effectuée par l’opérateur via le logiciel de pilotage ; 

• du retour d’information donné par des capteurs intégrés à la partie opérative : position et vitesse 
de la tige de chaque vérin. 



Programme du mouvement 



Efforts Énergie électrique 




Objet en position 
quelconque 



-2 Travail demandé 



i A A. 



Positionner un objet 



A-0 



Objet en position 



Infos vers l’ordinateur de pilotage 



EX800 



Les différentes fonctions techniques réalisées par ce système peuvent être rassemblées dans le 
diagramme FAST donné page suivante, au regard duquel les solutions techniques (sous-systèmes) 
retenues sont indiquées. 



Question 1 : 



En s’aidant du diagramme FAST, compléter les trois diagrammes SADT ébauchés correspondant à 
une structure d’analyse descendante qui vous est imposée. Pour cela on indiquera : 

• les différentes fonctions et les sous-systèmes les réalisant ; 

• les différentes entrées sorties. 

Remarque importante : la logique FAST ne se superpose pas nécessairement avec la logique 
SADT. On ne cherchera donc pas une similitude dans les niveaux. D’ailleurs le premier niveau du 
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diagramme FAST donné définit quatre fonctions, alors que l’analyse SADT est proposée avec un 
premier niveau à trois fonctions. De même la logique SADT proposée, fonctionnelle, ne permettra 
pas de distinguer les deux parties de la PC. 




Question 2 : 



Sur ces trois diagrammes, marquer d’une surépaisseur, ou d’une couleur différente, les différents 
flux de la chaîne d’énergie. 



■ Ébauches de diagrammes à compléter : 

Niveau AO : 




NB : On acceptera comme une représentation simplifiée de 6 traits en parallèle : 
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Niveau Al : 






Ail 



Partie commande 



■ n 

i 

Cartes de commande 





i 




i r 




i * 




► 






Al 2 




i ^ 



Variateurs de vitesse 



Al 



Niveau A2 : 




i 











Exercices 



37 



-3 Correction 




i 

EX800 infos des capteurs Énergie électrique 



Programme du 
mouvement 



-r+ 



. Commandes 

****** ^-ides vérins 



Élaborer les 
commandes 



Ail 



Commander 
l’alimentation des 
moteurs 



Al 2 



Variateurs de vitesse 



Partie commande 



Énergie 
électrique 
vers les 
vérins 



Infos vers 
l’ordinateur 
de pilotage 



i 

Cartes de commande 



Énergie électrique 



Énergie 
électrique 
vers le 
vérin n°1 



Énergie 
électrique 
vers le 
vérin n°2 




Vérins + capteurs 



(seulement deux vérins représentés pour alléger) 
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IV - MOTORISATION HYBRIDE D’UN VEHICULE AUTOMOBILE 



D’après une épreuve du concours Centrale-Supélec PSI, ayant pour support la technologie HDS du 
véhicule Toyota Prius. Questions modifiées. 



IV-1 Présentation 



Dans le contexte actuel d’économie des 
énergies fossiles et de réduction des 
émissions de gaz nocifs, le système de 
propulsion hybride constitue une alternative 
intéressante à la propulsion classique par 
moteur thermique seul car il permet de 
réduire la consommation. 

La spécificité de la solution retenue sur la 
Toyota Prius (système HDS) consiste à : 

• récupérer l’énergie du véhicule lors du 
freinage, 

• exploiter le moteur thermique à son 
rendement optimal. 

Le système HDS associe un moteur 
thermique à essence et sa transmission, à 
deux machines électriques et une batterie de 
puissance. 

La figure suivante met en évidence les deux 
machines électriques (le moteur électrique et 
la génératrice) reliées au moteur thermique 
par un train épicycloïdal. 

Le train épicycloïdal est le composant de 
sortie du système qui entraîne la chaîne 
« silencieuse » à partir de laquelle on retrouve 
une transmission traditionnelle. 





À partir de la position : 

• de la pédale d’accélérateur 

• de la pédale de frein 

• du sélecteur de marche 

• de la température de l’eau du moteur thermique 

• et de la vitesse du véhicule, 

le calculateur détermine la vitesse de rotation optimale du moteur thermique et la consigne 
d’ouverture du papillon des gaz. La puissance en sortie du moteur thermique est transmise, grâce 
au train épicycloïdal, à la chaîne « silencieuse » et à la génératrice. Un asservissement en vitesse 
de la génératrice permet de contrôler la vitesse de rotation du moteur thermique. Le répartiteur de 
puissance gère les échanges de puissance électrique entre la génératrice, le moteur électrique et 
la batterie. 



Le moteur électrique entraîne la chaîne « silencieuse », seul ou en complément du moteur 
thermique. Il récupère également l’énergie cinétique ou potentielle du véhicule lors des phases de 
ralentissement. 



Les différents transferts d’énergie et d’information peuvent être rassemblés sur le schéma 
synoptique qui suit : 
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Enfoncement 




IV-2 Travail demandé 



Question 1 : 



• Quelle est la matière d’œuvre du système H DS ? 

• Quelle est la source d’énergie nécessaire au fonctionnement du système ? 

• Donner un diagramme de type SADT de niveau A-0 précisant la fonction globale du système. 

Question 2 : 



Distinguer, sur le schéma ci-dessus : 

• la chaîne d’énergie et la chaîne d’information, 

• la partie opérative (PO) et la partie commande (PC), 

• les capteurs, 

• les préactionneurs, 

• les actionneurs. 



IV-3 Correction 



Question 1 : 



• La matière d’œuvre du système HSD est le mouvement 
commandé de la chaîne « silencieuse ». 

• L’unique source d’énergie du système est, bien entendu, 
l’énergie combustible contenue dans le réservoir de 
carburant. À partir de cette énergie, les énergies 
nécessaires (mécanique et électrique) sont élaborées au 
sein même du système. 



Chaîne au 
I repos 



AGIR 



Arbre de sortie 



L Chaîne en 
mouvement , 



Energie ^ 

combustible 



DISTRIBUER 



Pompe injection 
Papillon des gaz 
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Fonction globale : 



Pédale d’accélérateur Pédale de frein 



Énergie combustible 



Position du sélecteur 



Chaîne au repos 



i L 



Transmettre l’énergie 
mécanique à la chaîne de 
transmission « silencieuse » 



Informations conducteur 

-► Chaîne en mouvement 



A-0 



Question 2 : 



HDS 



• Les chaînes d’énergie et d’information correspondent respectivement aux parties basse et 
haute du schéma synoptique (en trait fin les informations, en trait fort les énergies). 

• La PC est constituée du calculateur, auquel on peut associer l’afficheur qui permet de 
communiquer avec le conducteur. La PO est constituée des deux moteurs (thermique et 
électrique), de la génératrice et du train épicycloïdal (transmetteur) muni de son arbre de sortie 
(effecteur). 

• Les capteurs sont tous les composants réalisant les fonctions d’acquisition. Les préactionneurs 
distribuent l’énergie : il s’agit donc du répartiteur de puissance, de la pompe à injection et du 
papillon des gaz. La batterie peut être considérée comme un élément de stockage interne au 
répartiteur de puissance et donc faire partie du groupe des préactionneurs. 

• Les actionneurs convertissent les énergies pour agir sur le transmetteur qu’est le train 
épicycloïdal : il s’agit donc du moteur thermique et du moteur électrique. Toutefois, en tant que 
transformateur d’énergie, la génératrice peut aussi être classée parmi les actionneurs. 




■\ 


















O 

00 

E 



£ 

c 

TD 

0 

C. 

ro 



O 



0 

O) 

0 

c 

'0 

TD 

0 

0 

-C 

O 



On notera, à l’issue de cette étude, que dès que l’on s’intéresse à des systèmes complexes, le 
découpage terminologique strict défini au paragraphe V-2 s’avère difficile à appliquer, comme ici 
pour la génératrice et la batterie. Le vocabulaire offre une grille d’analyse, qui doit rester ouverte. 




SYSTEMES ASSERVIS 

• • i • > 




I - EXEMPLE INTRODUCTIF : système de présentation de tubes 



À partir d’un support du concours ENTPE PSI. 



1-1 Présentation fonctionnelle 



Dans une unité de fabrication de radiateurs de chauffage central, un système a pour fonction de 
mettre à disposition de l’unité de production, et selon des familles définies, des tubes provenant 
d’une unité de débit. Sa partie opérative se compose à cet effet de trois modules distincts : 

• un module de chargement, composé d’un bac tampon recevant les tubes de l’unité de débit et 
d’un manipulateur transférant les barres depuis le bac jusque sur le module de transfert ; 

• un module de transfert, transférant les tubes jusqu’au module de séparation ; 

• un module de séparation, qui fournit les tubes un à un au processus de production à l’aide d’un 
plateau à encoche, selon les critères demandés. 




On s’intéresse ici au sous-système bac tampon , ayant pour fonction de présenter les tubes au 
manipulateur à une hauteur déterminée. Compte tenu du poids important à soulever et à maintenir, 
la solution retenue est d’utiliser un vérin hydraulique associé à un distributeur, relié à une source 
d’énergie hydraulique. 



D’un point de vue fonctionnel, sa représentation se fera donc selon les diagrammes suivants : 



Hauteur de présentation 
des tubes 



Commande de Alimentation 

position hydraulique Poids des tubes 



> 



1 i i. 

Présenter les tubes à une 
hauteur déterminée sous le 

manipulateur A _ n 



Nouvelle hauteur de 
^ présentation des tubes 



Bac tampon 
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Soit, plus précisément, en détaillant les fonctions du distributeur et de l’ensemble {vérin, bac} : 



Commande de 

position Alimentation hydraulique 



Poids des tubes 



Hauteur de présentation 
des tubes 



Piloter le vérin 



Al 



Débit d’huile 



Distributeur 



Déplacer les tubes 



A2 



Vérin + bac 



AO 



Nouvelle hauteur de 
présentation des tubes 

► 



Bac tampon 

1-2 Le point de vue de l’automaticien : le transformateur de commande 



La description précédente a été conduite selon un point de vue fonctionnel. Elle présente la 
commande comme une donnée de contrôle, permettant la transformation de la matière d’œuvre qui 
est la hauteur de présentation des tubes. 



Mais, du point de vue de l’automaticien, un système est un transformateur de commande. La 
commande est alors perçue comme la matière d’œuvre entrante du système. La matière d’œuvre 
sortante est alors le résultat de cette commande : ici, la hauteur de présentation des tubes. Selon 
ce point de vue, la description sera alors : 



Commande de 
position 



Alimentation hydraulique Poids des tubes 

I L. 

Présenter les tubes à une 

hauteur déterminée sous le 

manipulateur A _ n 



Hauteur de présentation 
des tubes 



Bac tampon 



Commande de 
position 



Alimentation hydraulique 

Débit d’huile 

► 



Distributeur 

~l 

Bac tampon 




Poids des tubes 



i 

Déplacer les tubes 
A2 



Hauteur de présentation 
des tubes 



Vérin + bac 



A0_ i 



Dans la suite de cet ouvrage, ayant pour cadre l’automatique, ce point de vue sera retenu et tous 
les systèmes seront décrits comme des transformateurs de commande. 



1-3 Fonctionnement 



L’alimentation hydraulique, considérée comme en dehors du système proprement dit, est 
constituée d’un réservoir, d’une pompe (et son entraînement électromécanique ici non décrit), et 
d’un limiteur de pression répondant aux exigences de sécurité en cas de surcharge. 



Le distributeur (préactionneur du système - cf. chapitre 1, V-2) possède trois positions : 
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• une position neutre, dans laquelle : 

la pompe débite en circuit fermé à travers le distributeur, 
les deux chambres du vérin se trouvent isolées ; 

• une position pilotant la descente du bac ; 

• une position pilotant la montée du bac. 



La commande agira donc sur la position du distributeur, comme indiqué sur les schémas ci- 
dessous. 





Distributeur 



v 






/' 



Commande 
vers la gauche 
ou vers la droite 



V 



x/ 



A 



T 



□ 

A 



/ \ 



! \ 



"Ïï 



Pompe 



v 



\ 






Limiteur de pression 
revoyant l’huile au 
réservoir en cas de 
surpression . 



v 




Réservoir 



Position neutre 



Descente du bac 



Montée du bac 




1-4 Modélisation 



NB : La représentation de la commande 
du distributeur est ici simplifiée par 
rapport à la représentation normalisée. 



1-4-1 Distributeur proportionnel 

Si la position du distributeur est repérée par la grandeur x, 
nulle en position neutre, un modèle simple de son 
comportement est de considérer le débit Q en sortie 
proportionnel à cette grandeur : Q(t) = K.x(t) 

Où : 




• la constante K dépend des caractéristiques 
l’alimentation hydraulique et du distributeur lui même ; 

• x appartient à un intervalle limité, défini par les 
caractéristiques techniques du distributeur. 

Le débit Q est alors compté positivement lorsque le 
distributeur est traversé dans le sens qui pilote la montée des 
tubes et négativement dans le cas contraire. 




Distributeur 



Alimentation hydraulique j Bac tampon proprement dit 
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1-4-2 Vérin 

Revoir si nécessaire l’étude du vérin hydraulique, chapitre 1, 
111 - 4 - 3 . 



Si la section utile du vérin est notée S, le déplacement vertical 
de sa tige et donc des tubes, sera effectué à la vitesse : 



1 

et donc la hauteur y obéit à : y(t) = — jQ(x)dT 

o 

On notera que l’utilisation d’un vérin double tige assurant la 
même section S des deux côtés du piston permet un 
fonctionnement symétrique et donc une loi de comportement 
identique, que y soit croissante ou décroissante. Sinon on 
aurait deux sections différentes selon le cas. 




Poid^d^S Tubes 



y(t) = |/Q(x)dx 

0 A2 



1-4-3 Limites de la modélisation 



Vérin + bac 



Ces modélisations du distributeur et du vérin sont, comme toujours, des simplifications de la 
réalité. En particulier elles supposent que : 

• l’huile est parfaitement incompressible ; 

• l’étanchéité est parfaite ; 

• toutes les pièces sont indéformables, en particulier les joints d’étanchéité. 

Ainsi le poids des tubes n’intervient pas dans ce modèle simplifié. 

Dans le cas contraire, la pression engendrée par le poids des tubes, comprimerait l’huile et les 
joints d’étanchéité, ou bien créerait quelques fuites, ce qui compliquerait considérablement les deux 
lois précédentes. 



1-4-4 Loi de comportement globale 



L’ensemble bac tampon, commandé par la position x du distributeur et définissant la hauteur y des 
tubes, obéit donc à la loi : 

K * x i 

y(t) = -Jx(x)dx 



Ainsi, la commande de montée du bac sera effectuée en 
maintenant x à sa valeur maximale (tiroir du distributeur à 
droite) pendant la durée nécessaire, selon la loi ci-contre. 



i 



\ 



Un tel système est appelé intégrateur, sa sortie étant 
proportionnelle à l’intégrale de l’entrée, depuis l’instant initial. 



1-5 Introduction d’une boucle de retour 



Le système précédent possède deux inconvénients majeurs : 

• Le tiroir ne pouvant être déplacé instantanément, il s’en 
suit un comportement dynamique rendant difficile 
l’obtention exacte de la valeur y souhaitée. 

• Certains éléments qui ne sont pas pris en compte par le 
modèle, comme la compressibilité de l’huile ou la 
déformabilité des joints d’étanchéité, font que le poids des 
tubes agit en perturbation. Il s’en suit des variations de la 
hauteur du bac, qui diminuera légèrement à chaque chute 
d’un tube dans le bac, ou augmentera à chaque saisie 
d’un tube par le bras manipulateur. 



y A 




y A 
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La solution fondamentale de l’automatique consiste à mesurera chaque instant la hauteur du bac 
(où toutes les perturbations incontrôlées se trouvent globalisées) et à la comparer à la hauteur 
souhaitée. 



La commande de position agissant sur le distributeur ne dépend donc plus de la hauteur souhaitée 
mais de l’écarf entre celle-ci et la hauteur effective du bac mesurée. Il convient donc d’introduire 
une partie commande à deux entrées et une sortie : 

Réglages Alimentation électrique 

__i i 

Elaborer la commande du Commande du 

distributeur ► distributeur 

A3 



Partie commande 



Consigne de hauteur p. 

Mesure de hauteur ^ 



Des réglages permettent d’ajuster certaines caractéristiques dynamiques du système, comme sa 
rapidité par exemple. Nous le verrons plus loin. Toutes ces caractéristiques « intelligentes » de la 
partie commande, sont réalisées par un élément appelé correcteur. Celui-ci est en général 
également amené à amplifier l’écart, qui est souvent trop faible pour constituer une commande. 
D’où la nécessité d’un raccord à une source énergétique. La structure interne de la partie 



commande peut alors être précisée : Rég|ages Alimentation électrique 




Un transducteur élabore un signal image de la consigne. Ce signal doit être comparable avec 
celui élaboré par le système de mesure de la hauteur effective. 

Les technologies actuelles sont telles que les parties commandes travaillent sur des grandeurs 
principalement électriques (mesure, image de la consigne, écart, commande). Aussi le distributeur 
devra être à commande électrique. On obtient alors la structure globale suivante, mettant en 
évidence la boucle de retour : 



Réglages Alimentation électrique Alimentation hydraulique Poids des tubes 




"1 

Bac tampon 



NB : afin de ne pas surcharger cette représentation, la nécessité 
d’une alimentation électrique du capteur n’a pas été représentée. 
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Dans le système étudié, les 
exigences dynamiques permettent 
de prévoir un correcteur qui soit un 
simple amplificateur, aussi le 
schéma simplifié ci-contre traduit-il 
la réalisation matérielle de la 
structure qui vient d’être décrite. 



Capteur 
optique de 
mesure de la 
hauteur des 
tubes 






Tension 
image de la 
mesure de la 
hauteur 



Consigne 
manuelle de 
hauteur 



Transducteur 
de consigne de 
hauteur 
(potentiomètre 
manuel) 



Comparateur ■ 
amplificateur 




Tension image 
de la consigne 
de hauteur 



Partie commande 



t 



Raccordement au 
réseau électrique 



1-6 Fonctionnement du système asservi 




Distributeur à 
commande 
électromagnétique 



Un tel système, bouclé et alimenté en énergie dans la boucle (et non par la commande) est dit 
asservi. 



Ici, deux apports énergétiques sont effectués dans la boucle : au niveau de l’amplificateur et, 
surtout, au niveau de l’alimentation hydraulique. 

À tout instant où la hauteur effective des tubes ne serait pas égale à la consigne de hauteur, le 
comparateur-amplificateur fournit une tension de commande non nulle, positive ou négative, aux 
bornes de la bobine du distributeur. Ceci provoque son déplacement, dans un sens ou l’autre, afin 
de piloter la translation de la tige du vérin dans le sens attendu. Lorsque la hauteur correspond à la 
consigne, les deux signaux d’entrée du comparateur-amplificateur sont identiques, et sa tension de 
sortie est nulle. Le distributeur n’est donc plus alimenté et revient alors en position neutre. Il ne 
pilote plus le vérin. 



On distingue alors deux modes de fonctionnement d’un système asservi, dont on peut d’ores et 
déjà retenir les dénominations : 



■ La poursuite : il s’agit du mode où le système doit 
faire face à une modification de son entrée. Ici une 
modification de la hauteur de consigne (en pratique 
uniquement en phase de réglage initial) amène le système 
à faire varier en conséquence la hauteur des tubes. 

■ La régulation : il s’agit du mode où la consigne est 
maintenue à un niveau constant et où le système doit 
donc maintenir la sortie au niveau correspondant, lorsque 
des perturbations ont tendance à le modifier. Ici, en 
fonctionnement courant, le système fonctionne en 
régulation, réagissant aux perturbations consécutives à la 
modification du nombre de tubes dans le bac. 




tube dans le bac : mode 
régulation 
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Bon nombre de systèmes asservis peuvent être amenés, comme celui-ci, à fonctionner selon les 
deux modes, toutefois l’un ou l’autre est souvent privilégié. Ici le comportement de régulateur (en 
régulation) est prépondérant. Dans d’autres systèmes ce sera le comportement de suiveur (en 
poursuite) qui le sera. 



■ L’exemple du chariot filoguidé 

Dans ce système, la chaîne fonctionnelle qui gère la 
vitesse de déplacement du chariot doit posséder de 
bonnes caractéristiques de régulateur : elle doit 
maintenir la vitesse à une valeur imposée. Il en va de 
même de la chaîne fonctionnelle qui gère le suivi du 
fil : elle doit maintenir une distance nulle entre la roue 
directrice et le fil. 




■ L’exemple de la plate-forme 6 axes 

Dans ce système, les chaînes fonctionnelles des différents vérins 
électriques doivent posséder de bonnes caractéristiques de suiveurs. En 
effet, pour faire exécuter un mouvement attendu au plateau supérieur, 
elles doivent répondre à des consignes de positions variables. 



1-7 Modélisation du système asservi 




Revenons au système de présentation à hauteur de tubes. 



1-7-1 Loi de comportement 



Les tensions images de la consigne de hauteur et de la hauteur effective sont proportionnelles 
respectivement à la consigne de hauteur y c et à la hauteur effective y, et avec le même coefficient 
de proportionnalité , afin que la comparaison ait un sens. Soit A ce coefficient. 

Si de plus B est le coefficient d’amplification du comparateur-amplificateur, on a alors une tension 
de commande du distributeur qui s’écrit : 
u = BA (y c - y) 



Le déplacement du tiroir d’un distributeur à commande électromagnétique étant proportionnelle à 
sa tension de commande, on a donc, si on appelle C le coefficient de proportionnalité, un 
déplacement donné par : 
x = CBA (y c - y) 

Les coefficients A, B et C sont appelés gains des systèmes à comportement proportionnel qu’ils 
caractérisent. 



Reprenant l’équation de comportement de l’ensemble distributeur-vérin établie précédemment (1-4), 
il vient donc : 



^(t) = ^x(t) = ^CBA[y c (t)-y(t)] 
dt S S 

D’où, en notant KCBA/S = k, 
l’équation différentielle du 
premier ordre caractérisant le 
comportement du système 
asservi : 



Alimentation Alimentation 
électrique hydraulique 



Réglages 

A , 


r ' 


Poids des tubes 

- i 


Consigne 

Ho heu itoi i r ^ 


^(t)+y(t)=y c (t) 

A-0 




Uc lldUlUUIÏ p» 

y c 


w 



Hauteur de 
présentation 
des tubes y 



^■^(t) + y(t) = y c (t) 

k dt 



Bac tampon 
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1-7-2 Comportement en poursuite 

Le comportement en poursuite du système s’obtiendra alors par résolution de l’équation 
différentielle avec un second membre correspondant à la fonction d’évolution temporelle de la 
consigne. À titre d’exemple, on peut traiter le cas simple où la consigne passerait instantanément 
de la valeur zéro à une valeur ensuite maintenue constante yo, la hauteur y étant nulle à l’instant 
initial : 

y c = 0 si t < 0 
y c = yo si t > 0 



Une telle consigne est appelée consigne en échelon. 
Elle est bien sûr idéalisée, puisqu’un changement 
instantané est physiquement impossible. On cherche y(t) 
pour t > 0 avec pour condition initiale y(0) = 0. 




[2J] Fiche ressource "équations différentielles linéaires à coefficients constants" 



1 dy 

La solution de l’équation sans second membre — — (t) + y(t) = 0 est classiquement de la forme : 
y(t) = Xe” 1 ' 1 

1 dy 

Une solution particulière de l’équation avec second membre — -(t) + y(t) = y 0 est y(t) = yo 

k dt 

— kt 

La solution est donc de la forme y(t) = Xe + y Q , où, compte tenu de la condition initiale y(0)=0, il 
est clair qu’il faut que X = -yo ■ 



D’où l’évolution temporelle de la hauteur des tubes : 



y(t) = y 0 [i-e" kt ] 




qui tend bien vers la valeur de consigne, théoriquement au bout d’un temps infini, mais en pratique, 
raisonnablement au bout d’un temps fini dépendant de la constante k et donc des caractéristiques 
A, B, C, K et S des différents composants. 



1-7-3 Comportement en régulation 



Le comportement en régulation du système ne peut être établi mathématiquement à ce niveau 
d’étude, puisque la prise en compte des perturbations est impossible par la modélisation retenue : 
l’équation différentielle a été établie en acceptant le modèle idéal défini en 1-4. 

Mais il est fondamental d’avoir bien compris que, même sans connaître les lois qui régissent le 
comportement vis-à-vis des différentes perturbations, la conception d’un système asservi permet 
de leur résister. Ceci, toutefois, sous certaines réserves qui seront développées ultérieurement. 
Chacun appréciera l’intérêt de cette propriété, face à l’immense complexité des systèmes 
scientifiques et industriels dans l’environnement desquels travaille l’ingénieur d’aujourd’hui. 



Il - SCHEMA BLOC 



Intérêt et spécificités 



Les schémas fonctionnels qui ont été utilisés précédemment, inspirés de l’analyse descendante par 
la méthode SADT, s’avéreront vite peu pratiques. Il existe alors un autre outil synoptique, construit 
dans la même logique de blocs fonctionnels, mais parfaitement adapté aux systèmes asservis : le 
schéma bloc. Il se différencie des schémas fonctionnels par : 




Il Schéma bloc 
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• une meilleure adaptation au graphisme des chaînes de retour ; 

• une représentation particulière pour l’élément clé qu’est le comparateur ; 

• le fait que dans les blocs, ce ne sont plus les fonctions qui sont indiquées, mais, soit la 
dénomination du sous-système lui-même, soit l’équation traduisant son comportement ; 

• l’absence d’indication des données de contrôle et tout particulièrement les différents apports 
énergétiques, inutiles du point de vue de l’automaticien. 

Rajoutons que la description à venir des systèmes par fonctions de transfert, donnera à ces 
schémas un intérêt d’ordre algébrique fondamental. 



11-2 Boucle de retour 



Dans les schémas blocs, le sens des entrées sorties est 
inversé dans la boucle de retour. Et plus généralement, il n’y 
a pas de sens imposé, celui-ci étant défini par la structure 
même du système et souligné par l’existence de flèches. 



*► 



◄ Capteur <■ 



11-3 Comparateur 



Le comparateur est souligné dans les schémas blocs par le 
graphisme particulier ci-contre. 




a - b 

► 



La modification des signes + et - en + et + permet aussi de 
créer un élément appelé somma teur qui s’avérera utile par la 
suite. | 



11-4 Système asservi 





a + b 

► 



Le schéma bloc de base d’un système asservi (ou d’une chaîne fonctionnelle asservie) sera donc 
le suivant, assemblant les éléments introduits dans l’exemple précédent. On appelle chaîne 
directe l’ensemble des constituants situés entre le comparateur et l’entrée de la boucle de retour. 




Remarque 1 : on se souviendra qu’ un apport énergétique, existe au niveau du préactionneur, 
mais qu’il n’est pas indiqué. 



Remarque 2 : Si la chaîne de retour permet une comparaison directe de la grandeur commandée, 
sans capteur, on dit que le système est à retour unitaire. 



Exemple du système de présentation à hauteur de tubes : 
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Il est intéressant d’observer la 
concordance de cette structure avec 
celle, plus générale, introduite au 
chapitre 1 et rappelée ci-contre. On y 
retrouve un préactionneur, qui reçoit les 
ordres de la PC et, connecté à la source 
d’énergie, fournit en conséquence cette 
énergie à la PO. Celle-ci agit sur la 
matière d’œuvre et envoie en retour des 
informations à la PC par le capteur. 



Actions extérieures 



(voir 

peut 



On se souviendra également 
chapitre 1, V-2) que la PO 
généralement se décomposer en : 

• un actionneur qui convertit l’énergie 
fournie par le préactionneur en 
l’énergie nécessaire pour agir sur la 
matière d’œuvre ; 

• des transmetteurs qui transmettent 
cette énergie sans en modifier la 
nature ; 

• un effecteur qui opère sur la matière 
d’œuvre. 



D’où la chaîne plus détaillée de la PO ci-dessous : 




(homme, autres parties commandes) 




Toujours dans l’exemple du système de présentation à hauteur de tubes, l’actionneur est le vérin, 
qui convertit l’énergie hydraulique fournie par le distributeur en énergie mécanique. L’effecteur est 
le bac qui contient les tubes. Il n’y a pas de transmetteurs puisque le bac est directement relié à la 




Dans un autre système, un transmetteur d’énergie mécanique pourrait par exemple être un 
système de bielles, un système poulies-courroie, un train d’engrenages, etc. 

■ Cette complexité de la partie opérative peut être mise à profit pour venir capter diverses 
informations renvoyées en retour à la partie commande, comportant alors autant de comparateurs 
et de correcteurs : 
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III - ASSERVISSEMENTS ÉLECTROMÉCANIQUES 



* 111-1 Asservissement électrique de position angulaire 

Un asservissement de position angulaire peut être obtenu à l’aide d’un moteur électrique à courant 
continu, au rotor duquel est directement accouplé le système à positionner. Un potentiomètre 
permet à l’utilisateur de définir la consigne de position angulaire du rotor, celle-ci étant mesurée par 
un capteur d’angle, strictement égal au potentiomètre lui-même (même gain C). Un comparateur- 
amplificateur de gain A compare la différence des tensions U c et U m issues du potentiomètre et du 
capteur, et amplifie l’écart afin de commander le moteur. Ainsi la tension d’alimentation U=A(U C -U m ) 
du moteur n’est nulle, et donc son rotor immobile, que si sa position angulaire est strictement égale 
à la consigne. 



Raccordement au 





Cette chaîne ne fait pas apparaître explicitement de préactionneur, puisque la tension 
d’alimentation du moteur est directement fournie par le comparateur-amplificateur. Celui-ci réalise 
donc également cette fonction. 

Il est important néanmoins d’avoir bien compris que l’amplification ne peut se faire sans un apport 
d’énergie, d’où le raccord de ce composant au réseau électrique. Ceci permet de fournir l’énergie 
nécessaire au moteur (courant de sortie dit fort, en général quelques ampères sous 12 ou 24 volts 
pour des moteurs de systèmes industriels courants), via un composant appelé hacheur. 

Ce raccord à la source énergétique principale caractérise la fonction de préactionneur. Les 
potentiomètre et capteur potentiométrique, quant à eux, sont alimentés par des courants faibles (en 
général quelques milliampères sous quelques volts, souvent 5 V maxi). 

Comme il a déjà été signalé à plusieurs reprises, ces différents apports d’énergie ne figurent pas 
sur le schéma bloc. 
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-2 Asservissement électrique de position linéaire 



Un tel asservissement peut-être 
utilisé également pour réaliser 
un asservissement de position 
linéaire en accouplant au 
moteur une transformation de 
mouvement par un système vis- 
écrou. Celui-ci est donc un 
transmetteur. 

Pour cela, au rotor est accouplé 
un arbre fileté, lui-même en 
liaison hélicoïdale avec l’écrou, 
solidaire de la pièce de sortie et 
guidé en translation par rapport 
au bâti. 




La translation de sortie est proportionnelle à la rotation du rotor, le coefficient de proportionnalité 
étant le pas de la liaison hélicoïdale. Aussi, le signal fourni par le capteur d’angle accouplé au rotor 
est une image électrique proportionnelle à la position de sortie, donc exploitable par le système. 



Le schéma bloc est alors : 




Les caractéristiques du potentiomètre et du capteur devront assurer que l’écart est nul, et donc le 
moteur arrêté, lorsque le déplacement en sortie égale la consigne. Ainsi, si le capteur possède un 
gain de C volts par tour, et si le pas (en millimètres par tour) du système vis-écrou est noté « pas », 
le potentiomètre devra posséder un gain de C/pas volts par millimètre. 

En effet : 

f écart = [consigne x C/pas] - [angle x C] (où l’angle est exprimé en tours) 

1 déplacement = angle x pas 

ce qui assure bien un écart nul et donc l’arrêt du moteur lorsque le déplacement est égal à la 




Cette structure possède l’inconvénient d’une mesure effectuée en cours de partie opérative. Si des 
perturbations agissent sur la partie de la chaîne située en aval de la mesure, celles si se traduisent 
par des effets dont la partie commande n’est pas informée et qu’elle ne peut donc corriger. 
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C’est le cas par exemple de 
jeux ou de déformations qui 
auraient lieu au niveau du 
système vis-écrou. 

On peut donc améliorer 
l’asservissement de ce point de 
vue en remplaçant le capteur 
d’angle sur le rotor par un 
capteur linéaire en sortie. Par 
exemple un potentiomètre 
linéaire (rhéostat) comme ci- 
contre. 



Le schéma bloc est alors : 







Consigne de 
déplacement 

► 




Cette fois, l’adaptation des gains est plus simple puisque les deux potentiomètres doivent avoir des 
gains tout simplement égaux. Cela n’exige nullement que ces deux potentiomètres soient les 
mêmes. D’ailleurs il est plus commode de disposer d’un potentiomètre rotatif pour entrer 
manuellement la consigne de déplacement. Il faudra simplement s’assurer que les graduations sur 
celui-ci (en millimètres) élaborent un gain (en volts par millimètres) identique à celui du 
potentiomètre linéaire utilisé comme capteur : 




Dans la majorité des systèmes 
aujourd’hui, la consigne n’est pas 
fournie par un opérateur manuel, mais 
via un signal électrique issu d’un 
ordinateur, d’un automate program- 
mable industriel, ou plus généralement 
d’une carte de commande. 
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Le transducteur d’entrée de la chaîne asservie est alors un simple calcul à prendre en compte dans 
le programme qui élabore la consigne en tension. Cette fonction peut alors être implicite dans le 
schéma bloc qui pourra alors seulement être : 





-3 Partie opérative du chariot filoguidé 



Ce chariot, déjà rencontré, est muni d’une unique roue 
motrice et directrice à l’avant. Les deux roulettes arrière 
étant uniquement porteuses. 



La chaîne fonctionnelle d’entraînement est asservie en 
vitesse. La consigne est une consigne de vitesse du 
chariot, fournie par l’opérateur sur le pupitre de commande ou via un programme de déplacements. 
Elle est liée à la vitesse de rotation de la roue, elle-même proportionnelle à celle du moteur 
d’entraînement qui est contrôlée par un codeur incrémental. 



La chaîne fonctionnelle de direction est asservie en position. La consigne est une consigne 
d’orientation angulaire de la roue, fournie par la carte de commande à partir de la mesure de l’écart 
du chariot par rapport au fil. Elle est contrôlée par un capteur de position angulaire 
potentiométrique. 




codeur incrémental 
associé 



Roue motrice et 
directrice 



Moteur de direction 



Potentiomètre 
accouplé à l’axe 
de direction 



Réducteur de 
direction 



Réducteur 

d’entraînement 



Moteur 

d’entraînement 
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Ces chaînes se trouvent décrites par les schémas blocs suivants où on reconnaît les structures 
usuelles de systèmes asservis. 



■ Chaîne fonctionnelle d’entraînement : 



Consigne de 
vitesse 





La consigne de vitesse est 
imposée, soit par le 
manipulateur au niveau de 
l’interface et son afficheur 
de contrôle, soit par le 
programme définissant les 
déplacements du chariot 
via l’ordinateur de pilotage. 



Batterie 



Ampli 



Variateur 
de vitesse 



Cours d’électricité 



Remarque relative à l’adaptation des gains : 

Si le rayon de la roue est R et le rapport de réduction du réducteur 1/r, la relation entre la vitesse du 
chariot V et la vitesse angulaire co du rotor du moteur est : V = Rco/r 

Si le codeur incrémental accouplé au moteur fournit une mesure proportionnelle à la vitesse 
angulaire du rotor avec un gain G, la mesure fournie lorsque le chariot est la vitesse V sera donc 
Geo = (Gr/R)V. 

Alors, afin de comparer des grandeurs comparables au niveau du comparateur, l’adaptateur de 
consigne devra être de gain Gr/R. 
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■ Chaîne fonctionnelle de direction : 




Cette fois, l’adaptation des gains est plus simple puisque le capteur mesure directement 
l’orientation angulaire de la roue, et non celle du rotor. Le gain de l’adaptateur de consigne et celui 
du capteur de position angulaire devront alors être tout simplement identiques. 



Ici, contrairement à la chaîne d’entraînement, la consigne ne 
provient ni du manipulateur, ni du programme des déplacements. 
Elle provient de la mesure de l’écart du chariot par rapport au fil 
qu’il doit suivre. Cet écart est évalué par deux capteurs à effet 
Hall situés de part et d’autre de la roue, sensibles au champ 
magnétique émis par le fil. Chaque capteur émet ainsi une 
tension, image de sa distance au fil. Il convient alors d’en 
élaborer la différence, image (positive ou négative) de la distance 
du chariot par rapport au fil, nulle quand la roue est sur le fil. 
Cette différence est traduite en une tension, image de la rotation 
à donner à la roue, par un correcteur qui assure donc également 
la fonction d’adaptateur de consigne. 




Tension image du décalage du chariot par rapport au fil, donc de 
l’orientation nécessaire de la roue 




Distance 
chariot - fil 



Capteur 




Capteur 


gauche 




droit 
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■ Juxtaposition des deux chaînes 



Puisque que ce bloc « chariot » est le même 
que celui de la chaîne fonctionnelle 
d’entraînement, on peut alors fusionner la 
description des deux chaînes. Le bloc 
« chariot » possède alors deux entrées : 
l’orientation de la roue, d’une part, et sa vitesse 
angulaire, d’autre part ; ainsi que deux sorties : 
sa distance par rapport au fil d’une part et sa 
vitesse de déplacement d’autre part. 



Tension image du décalage du chariot par rapport au fil, donc de 
l’orientation nécessaire de la roue 



Distance 
chariot - fil 



Capteur 




Capteur 


gauche 




droit 




Ce système fonctionne alors en régulant deux grandeurs : 

• la vitesse de déplacement du chariot selon la consigne fixée en entrée, 

• la distance du chariot au fil, de consigne implicitement nulle par construction, 
dans le but de s’opposer aux perturbations agissant sur le chariot. 
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IV - NOTION DE PERTURBATION 



La notion de perturbation a déjà été introduite à plusieurs reprises. Il a été montré, en particulier, 
comment un système asservi pouvait lutter contre des perturbations, afin de chercher à maintenir 
sa sortie au plus près de la valeur commandée. L’objet de ce paragraphe spécifique est, d’une part 
de les définir plus précisément que cela a pu être fait dans ces premières approches et, d’autre 
part, d’entrevoir des moyens de traduction de ces perturbations dans les schémas blocs, lorsque 
leur connaissance est suffisante. 

/Vl Définition 

Un système est conçu pour réaliser une fonction qui se traduit par les valeurs prises par sa ou ses 
sorties (matière d’œuvre sortante). Ceci dépend de diverses entrées, souvent très nombreuses. 
Parmi ces différentes entrées, on distingue : 

• les entrées commandées, sur lesquelles il est possible d’agir afin d’ajuster les sorties ; 

• les autres entrées, non maîtrisées par la commande du système et appelées perturbations. 



Une perturbation est une entrée non maîtrisée par la commande du système. En d’autres termes 
elle n’est pas commandée. 



T IV-2 Traduction sur un schéma bloc 

Lors d’une analyse fonctionnelle de type SADT, selon le point de vue de l’automaticien, les entrées 
commandées sont la matière d’œuvre entrante mais aussi, en données de contrôle, les apports 
énergétiques et les différents réglages. Les perturbations complètent ces données de contrôles. 

Dans un schéma bloc les entrées commandées sont uniquement les consignes. Les apports 
énergétiques et les réglages ne figurent pas, ils sont exprimés par les différentes lois de 
comportement des différents blocs. Les perturbations peuvent être indiquées pour mémoire par 
des flèches supplémentaires entrant dans les blocs concernés, souvent par le dessus. 

■ Représentation de type SADT du système de présentation à hauteur de tubes : 




Les alimentations électriques pour le transducteur, le capteur et l’amplificateur, ainsi que 
l’alimentation hydraulique qui se fait au niveau du distributeur, ne figurent pas sur le schéma bloc. 
Le poids des tubes, les fuites, etc. qui agissent sur la hauteur, sans être maîtrisés par la 
commande, sont des perturbations. On peut les rappeler sur le schéma bloc comme ci-dessus. 
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La liste des perturbations agissant sur un système est rarement exhaustive. Ici, par exemple, la 
température agit sur le comportement du capteur, de l’ampli, etc. Et bien d’autres perturbations 
existent encore, comme l’environnement électromagnétique général, l’âge des composants 
électriques ou mécaniques. Il n’est jamais réellement possible de tout envisager dans une 
modélisation. Mais, comme cela a déjà été dit, et c’est une des clés des systèmes asservis, la 
conception de leur boucle de retour et du correcteur permet bien souvent de corriger l’effet (évalué 
sur la sortie) de certaines familles de perturbations, sans en connaître avec exactitude la nature. 
Voir 1-7-3. 



Malgré tout, dans certains cas simples où les modèles sont bien maîtrisés, des perturbations 
peuvent être introduites dans le schéma bloc à l’aide de comparateurs ou de sommateurs, ce qui 
permet une prévision fine du comportement du système face à leur présence. 



L’exemple qui suit en est une illustration, en restant dans les technologies hydrauliques. 



IV-3 



Régulation de niveau d’un château d’eau 



Un château d’eau est une réserve ayant pour fonction d’offrir à un réseau de distribution une 
source d’eau à une certaine pression. Pour cela le niveau de l’eau dans le château, dont dépend la 
pression dans le réseau, doit être maintenu à une hauteur la plus constante possible, quelle que 
soit la demande sur le réseau. Dans ce but : 

• une motopompe permet de faire monter l’eau dans le réservoir, à partir d’un réseau primaire ; 

• le niveau de l’eau peut chuter par la demande sur le réseau ; 

• un capteur mesure la hauteur d’eau dans le réservoir ; il peut s’agir d’un capteur de pression 
situé au fond de la cuve, comme schématisé ci-dessous, mais aussi d’un capteur à flotteur sur 
le dessus du réservoir, d’un capteur à ultrasons, etc. ; 

• la partie commande compare la mesure de la hauteur d’eau à la valeur de consigne et élabore, 
via un amplificateur (préactionneur relié au réseau électrique), la commande de la motopompe. 




Tant que le débit que peut fournir la motopompe est supérieur à celui demandé par le réseau, le 
niveau peut être corrigé, mais peut-il être maintenu exactement à la hauteur de consigne ? Une 
modélisation va permettre de répondre à cette question. 

Du point de vue de l’automaticien, la matière d’œuvre entrante de ce système est la consigne de 
hauteur d’eau dans le réservoir et la matière d’œuvre sortante est la hauteur d’eau effective. De ce 
point de vue, il s’agit bien d’un transformateur de commande. Mais cette hauteur d’eau effective ne 
dépend pas que de la consigne : elle dépend également du débit demandé sur le réseau de 
distribution. Celui-ci constitue donc une seconde entrée, non maîtrisée par la partie commande : 
c’est une perturbation. 

Les raccordements aux réseaux électrique et d’eau primaire sont des données de contrôle. D’où la 
représentation de type SADT du système en tant que transformateur de commande : 




60 



2 • Systèmes asservis 



Raccordement au réseau 
d’eau primaire et au 
réseau électrique 



Débit demandé par le 
réseau de distribution 



hauteur 





Maintenir le niveau d’eau à 




le 


une hauteur déterminée 


!►■ 


► 


A-0 





► Hauteur d’eau 



Château d’eau 



Le schéma bloc est quant à lui le suivant, faisant apparaître le débit demandé en perturbation : 



Consigne 



Adaptateur 






Ampli 



Motopompe 



Comparateur-amplificateurl 



Capteur 



La hauteur d’eau dans le réservoir dépend : 

• de la quantité d’eau fournie par la pompe, matière d’œuvre 
entrante du système réservoir ; 

• de sa géométrie, définie dans sa loi de comportement ; 

• de la quantité d’eau débitée vers le réseau de distribution 
(perturbation). 

Le comportement du réservoir peut être alors détaillé, puisqu’il 
s'avère relativement simple d’exprimer la manière dont la 
perturbation agit. En effet, il est équivalent au système réel d’avoir 
à l’entrée d’un réservoir fictif fermé un débit qui serait la 
différence entre le débit fourni par la pompe et celui demandé sur 
le réseau. On peut alors introduire la perturbation sur le schéma 
bloc par un comparateur fictif 6e la manière suivante : 



Débit demandé par le 
réseau de distribution 



Consigne 




■ Construction d’un modèle mathématique 

L’adaptateur et le capteur peuvent être modélisés comme des gains égaux C exprimés en V.m' 1 . 
L’amplificateur est un gain A, sans dimension. 

Compte tenu du temps de réponse relativement lent du système, et pour simplifier, on peut 
considérer que la motopompe possède une dynamique suffisamment rapide pour pouvoir 
considérer que le dépit est proportionnel à la tension d’alimentation. 

Soit K cette constante exprimée en m 3 s ' 1 V" 1 . 

Ainsi si h c (t) est la hauteur de consigne et h(t) la hauteur effective à l’instant t, le débit d’eau en 
sortie de la pompe est à cet instant : 

Q(t) = K.A.C[h c (t) - h(t)] , exprimé en m 3 s" 1 . 
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Si la demande sur le réseau est d’un débit Qdem et si le réservoir est cylindrique de section S, la 
vitesse de montée de l’eau dans le réservoir est : 

^(t) = ^[Q(t)-Q dem (t)] 

Alors, ces deux équations permettent d’établir la loi de comportement du système : 

^ (t) = 1 [KAC(h c (t) - h( t)) - Q dem (t)] 
dt S 
ou encore : 



h(t) + 



S dh 
KAC dt 



(t) = h c (t)- 



KAC Qdem(t) 



Cette équation différentielle caractérise le système. 



■ Comportement temporel 



[2J1 Fiche ressource "équations différentielles linéaires à coefficients constants" 



Lors de la phase de remplissage du château d’eau, le débit vers le réseau est coupé. Le système 
obéit alors à l’équation différentielle : 



h(t) + 



S dh 



(t) - h c (t) 



KAC dt 

À l’instant initial, le niveau dans la cuve est h=0. Alors, obéissant à un échelon de consigne 
h c (t) = h 0 à partir de cet instant, la hauteur d’eau dans la cuve suit classiquement (voir 1-7-2) 
l’évolution temporelle : 



KAC 



h(t) = h 0 [1-e s j 




La hauteur tend donc bien vers la valeur de consigne, 
théoriquement au bout d’un temps infini, mais en pratique, 
raisonnablement au bout d’un temps fini. Ceci d’autant plus 

rapidement que K, A et C seront grandes et S petite, ce qui correspond à un réservoir de petite 
section dans lequel se déverse un débit important, ce qui satisfait le sens commun. 



Le niveau d’eau ayant atteint le niveau de consigne ho, une demande d’eau Qdem(t) sur le réseau 
est autorisée. Supposons, pour simplifier , que cette demande est immédiate et constante à partir 
d’un nouvel instant pris comme initial et a pour valeur Qdem = Qo- Le système obéit alors à 
l’équation différentielle : 

S d h Q 

h(t) + — — — (t) = h 0 — avec la nouvelle origine des temps . 

KAC dt KAC 

KAC t 

La solution est de la forme h(t) = Xe s +h n — , 

u KAC 



où compte tenu de la condition initiale h(0)=ho , il est clair qu’il faut que 



X = 



Qp 

KAC' 



D’où l’évolution temporelle de la hauteur d’eau à partir de la demande Qdem = Qo sur le réseau : 



h(t) = h 0 



Qp 

KAC 



KAC t 

[1-e" s ] 



La hauteur tend donc vers un niveau constant, mais 
qui est inférieur au niveau de consigne. Le système 
rattrape l’effet de la demande d’eau sur le réseau, 

sans pour autant retrouver son niveau initiai. 




h 0 



Le niveau final sera d’autant plus près du niveau initial que les constantes K, A et C seront 
grandes. En particulier donc si la pompe est capable de débiter fortement (constante K). 
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Ces différentes évolutions temporelles peuvent être rassemblées sur le graphe récapitulatif ci- 




II va de soi que le caractère asservi du système permet de lutter contre la perturbation : en effet, 
en l’absence de boucle de retour (système non automatique), il est clair que l’on aurait une chute 
constante de la hauteur d’eau dans la cuve sans l’intervention d’un opérateur : 




' NB : il y aurait nécessité d’un réglage manuel 
du niveau initial, l’opérateur devant couper la 
pompe une fois le niveau atteint. 



Néanmoins, et peut-être en contradiction avec ce que l’intuition pouvait laisser supposer 
initialement, ce système asservi, s’il lutte contre la perturbation, ne permet pas de la compenser 
totalement : le niveau dans la cuve ne pourra pas être exactement le niveau de consigne. Il pourra 
toutefois s’en rapprocher très raisonnablement si le système est conçu avec des constantes K, A, 
et C suffisantes. 

Il convient par ailleurs de bien avoir à l’esprit que ce modèle mathématique ne tient pas compte de 
toutes les perturbations possibles : fuites, évaporation qui dépend de la température, etc. 

■ Amélioration du système 

Nous verrons par la suite que le type de correcteur, qui n’est ici qu’un simple amplificateur, est 
l’élément qui limite la capacité du système à retrouver la hauteur d’eau initiale. Il existe des 
correcteurs plus sophistiqués qui permettent de répondre parfaitement à ce problème, mais 
nécessitent des développements mathématiques qu’il conviendra de mettre en place (chapitre 6). 



Ainsi, le travail de l’automaticien consiste à concevoir des structures de systèmes asservis (nombre 
de boucles, grandeurs mesurées, types de correcteurs) et à ajuster les valeurs de constantes 
caractéristiques afin d’obtenir des performances attendues pour le système. 



Ici, si on conserve la structure proposée et un simple amplificateur de gain A pour le correcteur, le 
choix des constantes K (motopompe), A (ampli) et dans une moindre mesure C, qui est imposée 
par la technologie du capteur et le courant de travail de la partie commande, agira sur la rapidité de 
réaction du système et sa capacité à vaincre l’effet de la perturbation. 
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V - PERFORMANCES DES SYSTEMES ASSERVIS 



V-1 



Premières définitions 



Les performances d’un système asservi sont usuellement classées au nombre de trois : la stabilité, 
la précision et la rapidité. Elles peuvent être succinctement définies de la manière suivante : 



■ Stabilité : 

Un système est dit stable s’il possède une propriété de convergence temporelle asymptotique vers 
un état d’équilibre lorsqu’il en est éloigné. 

■ Précision : 

La précision d’un système est son aptitude à présenter une sortie qui tende vers la valeur attendue 
par sa commande. 

■ Rapidité : 

La rapidité d’un système caractérise sa promptitude de réaction aux variations de ses entrées. 



On perçoit toutefois rapidement le caractère trop général de ces définitions. Des définitions plus 
précises, et surtout exploitables en automatique, nécessitent tout d’abord la définition d’entrées 
particulières dites canoniques. La définition des performances pourra alors s’opérer à partir de la 
réponse du système à ces entrées particulières. 



V-2 Entrées canoniques 



V-2-1 L’entrée impulsionnelle 



L’entrée impulsionnelle correspond à un signal très bref, 
mais d’amplitude suffisante pour produire un effet. Cela 
correspond par exemple à un choc en mécanique, à un 
claquement sonore en acoustique, à une décharge en 
électricité, etc. 



Cette entrée sera mathématiquement modélisée par le 
signal idéalisé de Dirac, de durée nulle et d’amplitude 
infinie, qui possède des propriétés fondamentales. 



entrée 



i 




V-2-2 L’entrée en échelon 

entrée 

Une entrée en échelon est une entrée qui passe 
instantanément (en pratique extrêmement rapidement) 
d’une valeur constante, généralement zéro, à une autre. 



Ce type d’entrée correspond donc à la mise à un certain ^ 

niveau d’une consigne. Elle a déjà été introduite dans t 

les pages qui précèdent. 



V-2-3 L’entrée en rampe 

Une entrée en rampe est une entrée qui évolue 
linéairement avec le temps. 

Ce type d’entrée correspond à une commande 
dynamique, comme par exemple la commande en 
vitesse d’un mobile à accélération constante. 



entrée 

A 
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V-2-4 Relation entre les entrées canoniques 

Il est intéressant de noter que les entrées canoniques en rampe, échelon et impulsion idéalisée de 
Dirac, s’obtiennent par dérivations successives. 

La rampe possède une dérivée nulle avant l’instant initial, constante non nulle ensuite, ce qui définit 
l’échelon. L’échelon possède une dérivée nulle à chaque instant, sauf à l’instant initial où elle est 
infinie, ce qui définit l’impulsion idéalisée de Dirac. Dans la même logique, on pourrait définir une 
entrée en parabole dont la dérivée est la rampe, etc. Mais, au-delà de l’entrée en rampe, les 
intérêts pratiques sont plus rares. 

V-2-5 L’entrée sinusoïdale 

Cette entrée est très usuelle. Nous reviendrons sur son intérêt ultérieurement (voir chapitre 5), elle 
ne nous est pas nécessaire pour l’instant. 




V-3 Stabilité 



V-3-1 Stabilité absolue 

■ Caractérisation à partir d’une entrée impulsionnelle 



Un système est stable si sa sortie en réponse à une impulsion de Dirac revient vers son état initial. 



Exemples de comportements stables : 

entrée 

A 



r 


Système 1 (stable) 


i 


[ 




j 



A 

i 




Exemples de comportements instables 



entrée sortie 





Avec les deux premiers systèmes, stables, la sortie revient bien vers son état initial, ici nul. Le 
premier sans oscillations, le second avec. 
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Dans le cas du troisième système, clairement instable, la sortie présente des oscillations 
divergentes. 

Les quatrième et cinquième systèmes présentent des situations limites qui les classent dans les 
systèmes instables. L’un voit sa sortie se mettre à osciller indéfiniment. L’autre se déplace vers un 
second état, stationnaire, mais différent de l’état initial. 

■ Caractérisation à partir d’une entrée en échelon 

Un système est stable si sa sortie en réponse à une entrée en échelon tend asymptotiquement vers 
une valeur finie. 




• Exemples de comportements instables 



A 



A 



A 

L 






Avec les deux premiers systèmes, stables, la sortie tend bien vers une valeur finie. Le premier sans 
oscillations, le second avec. 

Dans le cas du troisième système, clairement instable, la sortie présente des oscillations 
divergentes. 

Les quatrième et cinquième systèmes présentent à nouveau des situations limites qui les classent 
dans les systèmes instables. L’un voit sa sortie se mettre à osciller indéfiniment autour d’une valeur 
en rapport avec le niveau de l’échelon d’entrée. L’autre diverge sans osciller. 

■ Équivalence des caractérisations 

Comme le suggèrent les cinq systèmes présentés en exemples ci-dessus, les deux 
caractérisations de la stabilité sont équivalentes : un système caractérisé comme stable par sa 
réponse à une entrée impulsionnelle le sera aussi par sa réponse à une entrée en échelon et 
inversement. La stabilité d’un système est une propriété qui lui est intrinsèque. 
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V- 3-2 Impératif de stabilité absolue 

Hormis dans des situations très particulières, comme la réalisation d’oscillateurs en électronique ou 
encore dans la chimie des explosifs, la stabilité est un impératif de conception. 



Les performances de précision et de rapidité qui vont être ensuite définies n’ont de sens que si la 
stabilité est vérifiée. 



V-3-3 Qualité de la stabilité 

La stabilité absolue est indispensable, mais n’exclut pas l’existence d’oscillations. Deux situations 
peuvent alors se produire : 

• ou bien les oscillations peuvent être acceptées, mais alors il convient de caractériser dans quelle 
mesure elles le sont : combien de temps est-il acceptable que le système oscille avant de se 
stabiliser ? quelle est l’amplitude maximale autorisée pour les oscillations ? leur fréquence ? 

• ou bien aucune oscillation n’est acceptable. 

Il apparaît donc qu’un système asservi devra être non seulement stable, mais avec une certaine 
qualité de la stabilité qu’il conviendra de savoir définir, au-delà de termes généraux tels que 
« système bien stable », « système peu stable », etc. Ceci sera abordé au chapitre 6. 

■ Remarque 

Dans les exemples introductifs présentés jusqu’ici (1-7 et IV-3), aucune oscillation n’a été mise en 
évidence. Cela est dû au fait qu’ils se voulaient mathématiquement assez simples. Les systèmes 
asservis pour lesquels un modèle mathématique a été associé étaient alors régis par des équations 
différentielles du premier ordre. Nous verrons (chapitre 4) que des oscillations ne peuvent 
apparaître qu’à partir de l’ordre deux. 



V-4 Précision 

On rappelle que la définition de la précision d’un système suppose sa stabilité absolue. 

Plusieurs précisions peuvent être définies, selon que l’on raisonne par rapport à une consigne ou à 
une perturbation, ou encore selon que ces entrées sont constantes ou variables. Par exemple le 
système de régulation de niveau du château d’eau présenté en IV-3 est précis en réponse à une 
consigne (comportement en poursuite) mais imprécis face à une perturbation (comportement en 
régulation). 

V-4-1 Erreur et écart 

Le cadre de la précision ayant été défini, celle-ci se caractérise en général par le calcul de l’erreur 
qui est la différence entre la consigne et la sortie. Bien entendu cela n’a de sens que si consigne et 
sortie sont de même nature et que l’on attend, a priori, que la sortie tende vers la consigne. C’est 
généralement le cas des systèmes asservis , par adaptation des gains entre le transducteur, 
adaptant la consigne, et le capteur, évaluant la sortie. 




La précision peut alors aussi être définie par l’écart. Par construction, cette grandeur de sortie du 
comparateur est nécessairement la différence de deux grandeurs de même nature. 



Écart = grandeur de sortie du comparateur de la boucle d’asservissement 
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L’écart traduit la même notion de précision que l’erreur, à laquelle il est lié par la caractéristique du 
capteur, comme l’illustre le schéma équivalent à retour unitaire ci-dessous : 




■ Attention aux schémas blocs où le transducteur (de gain égal à celui du capteur) est implicite : 




Erreur = (tension de consigne / gain capteur) - sortie 



Et non pas la différence entre la tension de consigne et la sortie, ce qui n’a aucun sens , d’autant 
plus que bien souvent ces grandeurs ne sont pas homogènes. Dans ce cas, il vaut mieux raisonner 
sur l’écart. 

V-4-2 Précision statique et précision dynamique 

Une entrée étant définie, la précision dynamique se caractérise par la loi donnant l’erreur au 
cours du temps. Elle est utilisée pour certaines entrées fortement variables, comme par exemple 
des suivis de trajectoire d’un radar, d’une machine outil ou d’un robot. On cherchera alors à 




La précision statique, quant à elle, se détermine par la limite, si elle existe, atteinte par l’erreur au 
cours du temps. 

V-4-3 Précision statique de position 

Cette précision est la performance la plus couramment spécifiée. Elle se caractérise par l’erreur 
statique de position Es, qui est la limite de cette grandeur lorsque l’entrée est un échelon. 




Il s’agit d’une grandeur algébrique, positive si la valeur de la sortie atteint une valeur asymptotique 
inférieure à la valeur attendue. 
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Cette erreur dépendant du niveau de l’échelon, il est usuel de l’exprimer de manière relative par 
rapport à la consigne : 

consigne- lim sortie (t) lim sortie (t) 

E s o /o = = 1 - , exprimée en %. 

consigne consigne 

■ Écart statique de position 

Si on raisonne par rapport à l’écart, et de manière relative, on définit alors l’écart statique de 
position relatif par : 

lim mesure(t) 

E s o/ = 1 

tension de consigne 



Il est strictement identique à l’erreur statique de position relative, puisque la mesure et la tension 
de consigne sont constamment proportionnelles à la sortie et à la consigne, et dans le même 
rapport. 

■ Correction d’erreur par adaptation du transducteur 

Si un système asservi est imprécis, avec une erreur statique relative de position E s o /o , il peut être 
rendu précis par correction de l’adaptateur de consigne par un facteur multiplicatif 1/1 - E s o /o : 



Consigne 




Mais il convient alors d’avoir bien compris que le système asservi en tant que tel (dont l’entrée est 
maintenant la consigne corrigée) demeure imprécis. Comme souligné précédemment, lorsque le 
transducteur d’entrée est implicite il ne faut pas se tromper d’entrée pour déterminer l’erreur du 
système asservi. 

Encore une fois, un raisonnement sur l’écart (inchangé puisque dans la boucle) permet d’éviter le 
risque de confusion. 

V-4-4 Précision statique de traînage 



Elle est appelée aussi précision statique de vitesse dans le contexte de la mécanique. Elle se 
caractérise par l’erreur statique de traînage Ev qui est la limite, lorsqu’elle existe, de cette 
grandeur lorsque l’entrée est une rampe. 




Une définition analogue peut être donnée pour définir l’écart statique de traînage. 
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■ Attention : Un système peut très bien présenter une erreur statique de position nulle associée à 
une erreur statique de traînage non nulle : 




V-4-5 Château d’eau 




Lors du remplissage du réservoir , le débit vers le réseau est coupé. Le fonctionnement se 
représente alors par le schéma bloc sans perturbation suivant (voir IV-3) : 




Il a été établi que le système est dans ce cas régi par l’équation différentielle : 



h(t) + 



S dh 
KAC dt 



(t) - h c (t) 



■ Si, à l’instant initial, le niveau dans la cuve est h=0, obéissant à un échelon de consigne 
h c (t) = h 0 à partir de cet instant, la hauteur d’eau dans la cuve suit alors l’évolution temporelle : 

KAC t 

h(t) = h 0 [1 - e” s ] h | 

h 0 i 

Alors, clairement, l’erreur statique de position est nulle : 

E s = lim [h 0 - h(t)] = h 0 - lim h(t) = h 0 -h 0 =0 

t — » OO t — >cc 

Le système est précis en réponse à un échelon. 

■ Si on adopte une autre stratégie de remplissage, moins brutale, avec une commande en rampe 
h c (t) = at, imposant une vitesse de montée de valeur a à partir de l’instant initial, la hauteur de la 
cuve doit obéir à : 

S dh 
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[J Fiche ressource "équations différentielles linéaires à coefficients constants" 

KAC t 

La solution de l’équation sans second membre est toujours la même : h(t) = Xe s 

3 

Une solution particulière de l’équation avec second membre est : h(t) = a(t - ^ ) 

s 

La solution générale de l’équation sera donc de la forme : h(t) = Xe s +a(t — ) 

KAC 

aS 

Avec X = pour satisfaire la condition initiale h(0)=0. 

KAC 



D’où l’évolution temporelle de la hauteur pour une sollicitation en rampe : 

o KAC t 

oQ 1 

h(t) = [e s -1]+at 

v ' KAC L J 

Alors l’erreur statique de traînage est : 

aS ‘ 

E v = lim [at-h(t)]= lim [at- 7 -— [e s - 1] - at] = 

t ->oo t — >o° r\AO 



Cette erreur n’est pas nulle et proportionnelle à la vitesse de consigne a. Le système est imprécis 
en réponse à une rampe. Mais il sera d’autant moins imprécis que les constantes K, A et C seront 
grandes. 




NB : Il est intéressant de noter que la recherche de la précision en rampe et la recherche de la 
précision face à la perturbation (voir IV-3) aboutissent à des solutions convergentes : augmenter 
les constantes K, A et C. 



■ La consigne a atteint le niveau ho à l’instant ti=ho/a. 
Au même instant la hauteur dans la cuve est : 

KACh 0 

" S a _ 1] + h 0 -h, 



h ( t l) = L^[ e 



as 



hn V 


| vX 




1 

j 



KAC 1 J u u KAC 

À cet instant, la rampe est interrompue et la consigne est maintenue au niveau ho. 



Alors, le système obéit donc toujours à l’équation différentielle : 



h(t) + 



S dh 
KAC dt 



(t) = h 0 



o KACh o 

aS aS 

mais avec pour condition initiale h(0) = h(t 1 ) = — — [e s a -1] + h 0 *h 0 

KAC KAC 

ceci en faisant un changement de variable sur le temps, pour prendre comme nouvel instant initial 
l’instant où la rampe a atteint la valeur de consigne. 

KAC t 

Alors la solution générale de l’équation est de la forme : h(t) = Xe s + h 0 
Avec, pour satisfaire la condition initiale : X = h(t 1 )-h 0 . 

D’où l’évolution temporelle de la hauteur, à partir de l’instant où la rampe est interrompue et en 
prenant cet instant comme nouvel instant initial : 

h(t) 
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La limite de cette évolution est bien la hauteur de consigne ho, ce qui était prévisible compte tenu 
de la précision statique en échelon du système. 

V-4-6 Simplification de langage 

Les erreurs statiques de position et de traînage seront appelées, lorsque aucune ambiguïté n’en 
découlera, erreurs de position et de traînage, le qualificatif statique étant alors « implicite ». 




V-5 Rapidité 



On rappelle que la définition de la rapidité d’un système suppose sa stabilité absolue. 



Elle se définit à partir de la réponse à une entrée en échelon. Mais, la stabilité reposant sur une 
convergence asymptotique, la valeur n’est donc généralement atteinte qu’au bout d’un temps infini. 
Ceci rend impossible de caractériser tout simplement la rapidité d’un système par le temps 
nécessaire pour répondre à la consigne. D’où l’existence de plusieurs critères diversement utilisés. 



V-5-1 Temps de réponse à 5% 



consigne 




t 



Le critère le plus courant est celui de temps de réponse à x%, qui est 
le temps nécessaire pour que la sortie ne s’éloigne pas de plus de 
x% de sa valeur asymptotique. On général, on prend x=5, ce qui 
définit donc le temps de réponse à 5%, que l’on peut noter t 5 o /o . 

À partir de l’instant t 5 o /o , on a : 

0,95 lim sortie (t)< sortie (t) < 1, 05 lim sortie (t) 

t— >00 t — > oc 



sortie 





Attention : on notera bien que l’on compare la sortie à ±5% de sa valeur asymptotique, et non pas à 
±5% de l’entrée. 



Cette notion n’est pas tout à fait satisfaisante dans le cas de systèmes présentant des oscillations. 
En effet, selon le choix de prendre pour critère un temps de réponse à 5 ou à 3% par exemple, la 
conclusion quant à la rapidité relative de deux systèmes peut changer. D’autres critères s’imposent 
alors. 

V-5-2 Autres critères 



■ Dans le cas des systèmes présentant des oscillations, la rapidité peut aussi être caractérisée 
par l’instant où la valeur de la sortie atteint pour la première fois sa valeur asymptotique. Cet instant 
est couramment appelé « temps de montée ». 

consigne 

sortie 



Système 



temps de montée t 

■ Un autre critère parfois utilisé (et aussi hélas appelé «temps de montée»...) est le temps 
nécessaire pour que la sortie passe de 1 0 à 90% de sa valeur asymptotique. 
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■ On rencontre aussi comme critère de rapidité l’instant du premier dépassement : 




■ Il faut donc avoir conscience de la grande diversité des critères permettant de caractériser la 
rapidité d’un système. Ces différents critères sont souvent issus de différents « métiers » ayant leur 
histoire et des dénominations propres auxquelles il faut savoir s’adapter. 

En conclusion, la caractérisation de la rapidité d’un système doit toujours être associée à la 
définition précise du critère retenu. 



V-5-3 Bande passante 

Cette notion, qui sera définie ultérieurement (chapitre 5), repose sur la réponse du système à une 
consigne sinusoïdale. Elle permettra également de caractériser la rapidité du système. 




EXERCICES 




I - SYSTEME DE CONTROLE D’UN GENERATEUR DE CENTRALE 



D’après une épreuve du concours ESIM MP & PSI. 



1-1 Présentation 





L’ensemble mécanique étudié est représenté 
schématiquement ci-dessous. Il permet le 
déplacement d’un bras de contrôle 3 
positionnant un outil 6 devant des tubes d’un 
générateur de vapeur de centrale nucléaire. 
L’ensemble est agrippé sur le générateur par des 
doigts commandés par les vérins VDT ou VDE 
selon les phases de fonctionnement. Deux 
moteurs actionnent l’ensemble : MRR et MRT, 
donnant deux mobilités au bras 3 par rapport au 
générateur. 



VDTi 


4 


Vérins de doigts de tourelle 


VDEi 


4 


Vérins de doigls d'élévateurs 


VEL 


1 


Vérin élévateur 


VELO 


J 


Vérin élévateur d'duiil 


pour 


1 


Porte outil 


MRR 


i 


Moloréducleur de rotation 


MRT 


i 


Motorcducleur de translation 


9 


i 


Pifyion moteur de translation 


i 


i 


Pignon intermédiaire 


i 


i 


Pignon moteur de rotation 


6 


L 


Outil 


5 


l 


Elévateur coté d outil 


4 


1 


Elévateur d'extrémité 


3 


1 


Bras 


2 


l 


Tour 


1 


l 


Couronne 


Repère 


Nb. 


Désignation 



On s’intéresse à la commande de position du bras 3 par rapport à la tour 2, commandée par le 
moteur MRT. La chaîne cinématique de commande de ce mouvement de translation rectiligne de 
direction x 3 est plus précisément représentée sur la figure suivante : 
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Pi&ïLoe 14 



merfk 

AHtrà Capteur 



irm 



Réducteur HH 



Mrteurr Wfi T 

/4l^U moteur 



Pignon S 



Le moteur MRT, dont la position angulaire du rotor est repérée par un angle 0 m exprimé en rad, est 
accouplé à un réducteur-in verseur HD de rapport tr = - 1/100. Le pignon 9 de rayon primitif Rg est 
encastré sur l’arbre de sortie du réducteur tournant d’un angle noté 0 S , exprimé en rad. 

La roue 8 et le pignon 8, de rayons primitifs respectifs Rs et rs, sont encastrés sur un arbre 
intermédiaire appelé arbre d’entraînement, tournant d’un angle noté 0 e , exprimé en rad. 

La roue 8 engrène sur une crémaillère liée au bras 3, assurant ainsi son mouvement de translation 
par rapport à la tour 2. Le paramètre de position de 3/2 est noté p, exprimé en mm. 

Par ailleurs, le pignon 8 entraîne le pignon 10 de rayon primitif Rio, solidaire du capteur de position 
angulaire et tournant d’un angle noté 0 C , exprimé en rad. 

Le capteur de position angulaire fournit une tension de mesure de la position angulaire (mes0 c 
exprimée en V) proportionnelle à l’angle 0 C . Le coefficient de proportionnalité est a (V/rad). 

La carte de commande, qui reçoit la mesure de la position angulaire et la consigne de position (p c 
exprimée en mm) élabore la tension de commande du moteur u m - Elle possède un comparateur, un 
bloc adaptateur de consigne de gain A (V/mm) en amont du comparateur et un correcteur d’écart 
en sortie de comparateur. 



1-2 Travail demandé 



Question 1 : structure de la chaîne fonctionnelle 



Compléter le schéma bloc ci-dessous, modélisant la commande de position du bras par rapport à la 
tour, en indiquant, dans chacun des blocs à remplir, les rayons ou rapports de rayons, ainsi que les 
signes qui conviennent, afin de traduire les proportionnalités entre les différentes grandeurs 
indiquées. 

Consigne de 
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Question 2 : adaptateur d’entrée 

Quel doit être le gain A du transducteur d’entrée ? 
Quel doit être le signe du gain a du capteur ? 



1-3 Correction 



Question 1 : structure de la chaîne fonctionnelle 



Les différentes relations cinématiques dans les engrenages permettent d’écrire : 



6s_ 1_ Ëe = _^9. 9ç r 8_ 

e m loo’ e s r 8 ’ e e r 10 ’ 

— = - R 8 , exprimé en mm/rad. 

9 e 



nombres sans dimension 



D’où le schéma bloc répondant à la question : 



Consigne de 
position p c 




Question 2 : adaptateur d’entrée 



■ L’adaptateur d’entrée doit permettre que la comparaison au niveau du comparateur ait 
Il doit donc fournir une tension image de la position de consigne dans le même rapport 
tension de mesure en sortie du capteur à la positi on courante. 

A = ax(-i)x(--^) 

K 10 k 8 



D’où : 



soit 



A = 



«r 8 
Rin R 



10 ^8 



un sens, 
qui lie la 



On peut vérifier, compte tenu des considérations précédentes sur les unités et sachant que a 
s’exprime en V/rad, que A s’exprime bien en V/mm. 



Remarque 1 : 

Une façon plus systématique de procéder à une telle adaptation de gains est d’écrire que le produit 
des gains en dehors de la boucle doit être égal au produit des gains de la boucle de retour : 



ARs = 



OTq_ 

Rio 



Remarque 2 : 

Les gains étant adaptés, le schéma équivalent suivant peut être construit : 

Consigne de 
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ou encore le schéma à retour unitaire : 

Consigne de 




■ Si le gain du correcteur est positif, ce qui est en général le cas, les différents schémas montrent 
que le coefficient a doit être négatif. Cela permet de compenser l’inversion de sens dû à 
l’engrenage d’entraînement du capteur. Alors, une consigne de déplacement positive génère une 
tension négative qui entraîne le moteur dans le sens qui, compte tenu des différents engrenages, 
permet un déplacement effectivement dans le sens positif du bras 3. 

En d’autres termes, le produit des gains de la chaîne directe du schéma équivalent à retour unitaire 
ci-dessus doit être positif. 



Il - ASSERVISSEMENT HYDRAULIQUE DE POSITION LINEAIRE 



À partir d’un support du Concours Commun Mines-Ponts PSI. 



11-1 Présentation 



La photographie et le dessin simplifié ci-dessous représentent la servocommande du plateau 
cyclique d’un rotor d’hélicoptère. Ce plateau cyclique permet de commander l’incidence des pales, 
variable sur un tour du rotor, par son inclinaison par rapport à l’axe de rotation de celui-ci. Cette 
inclinaison est obtenue par la servocommande présentée. 




La différence notable de ce système hydraulique, par rapport à celui du système de positionnement 
de tubes vu dans le chapitre de cours, provient de l’absence de capteur de position et donc 
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d’intermédiaires électriques dans cet asservissement qui est ainsi purement mécanique. Ceci est 
obtenu par le fait que le corps du distributeur est lié au corps du vérin qui constitue la pièce de 
sortie du système, l’extrémité du piston étant ancrée par une rotule sur le plateau à orienter. 



Pi est la pression du circuit d’alimentation. 
Po est la pression du réservoir. 



La consigne manuelle du pilote est traduite mécaniquement par un système de câbles et de 
biellettes (non étudié ici) en un déplacement +Z e du tiroir du distributeur. 

Cela a pour effet : 

• de mettre en communication, via la conduite b, la chambre droite du vérin avec l’alimentation ; 

• de mettre en communication, via la conduite a, la chambre gauche du vérin avec le réservoir. 

Il s’ensuit un déplacement Z s du corps du vérin vers la droite, jusqu’à ce que celui-ci ait atteint la 
valeur Z e replaçant le distributeur en position fermée (situation limite d’équilibre représentée ci- 
dessus). Le déplacement est bien entendu inversé (vers la gauche) si la consigne est -Z e . 



Schématiquement, cela peut être traduit par : 



NB : L’obturation du distributeur 
en position neutre oblige la 
présence d’un limiteur de 

pression qui court-circuite 

l’alimentation. 




Pi 



Po 



Le corps du distributeur 
et son alimentation sont 




\ 

La tige du vérin est fixe. 



Le déplacement du tiroir du distributeur 
provoque le déplacement du corps du 
vérin dans le même sens. 



Le déplacement du corps du vérin 
entraîne celui du corps du distributeur 
jusqu’à ce que le déplacement du tiroir 
soit rattrapé et donc une nouvelle position 
d’équilibre atteinte. 
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Travail demandé 

Le distributeur pourra être supposé proportionnel, c’est-à-dire fournissant un débit proportionnel au 
déplacement de son tiroir par rapport à son corps. La constante de proportionnalité est K. 

Le vérin hydraulique est de section utile S. 

Question 1 : 




Donner les équations caractéristiques du distributeur et du vérin 
et construire une description par schéma bloc du système 
servocommande (entrée Z e , sortie Z s ). 

Quel est le préactionneur de ce système ? Quel est l’actionneur ? 
Que peut-on dire des fonctions de correction et de comparaison ? 

Question 2 : 




Quelle est l’équation différentielle caractérisant le comportement de cette servocommande ? 
Quelle est sa réponse à une consigne de déplacement en échelon Z e ? 

Que peut-on dire de sa précision statique ? 

Quel est son temps de réponse à 5% ? 



11-3 Correction 



Question 1 : 



Équation caractéristique du distributeur : Q(t) = K[Z e (t) - Z s (t)] 
En effet, le débit est proportionnel au déplacement relatif entre 
le tiroir et la tige. 



d 1 

Équation caractéristique du vérin : — Z s (t) = — Q(t) 

dt S 

En effet, la vitesse de déplacement du corps par rapport à la 
tige fixe est proportionnelle (rapport 1/S) au débit d’huile entrant 
dans le vérin. 




En introduisant un bloc comparateur, le fonctionnement de cette servocommande peut être décrit 
par le schéma bloc suivant : 




La structure est à retour unitaire. 

Le préactionneur du système est le distributeur car c’est à son niveau que s’effectue l’apport 
énergétique dans la boucle : arrivée de l’énergie hydraulique fournie par la pompe, extérieure au 
système. 

L’actionneur du système est le vérin qui transforme l’énergie hydraulique en énergie mécanique. Le 
corps de ce vérin est l’effecteur. 
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Les fonctions de comparaison et de correction sont globalisées, avec d’ailleurs la fonction de 
mesure dans la chaîne de retour, par la structure mécanique d’assemblage du distributeur et du 
vérin, assurant, par mouvement relatif, l’ensemble de ces fonctions. Ainsi, il n’y a pas d’éléments 
matériel proprement dit pour réaliser ces fonctions. Au découpage fonctionnel ne se superpose pas 
nécessairement un découpage matériel. 

Question 2 : 



D’après ce qui précède il vient clairement l’équation de comportement de la servocommande : 
^Z s (t) = |[Z e (t)-Z s (t)] 



ou encore : 



|^Z s (t) + Z s (t) = Z e (t) 



Alors, classiquement, la réponse de la servocommande à une entrée en échelon Z e est : 



Z s (t) = Z e (1-e"s‘) 



Et lim Zs(t) = Ze . 

00 

Cette limite étant finie le système est stable . 




La valeur de cette limite étant égale à la consigne en échelon le système est précis . 

1 

En d’autres termes, son écart statique 8 s o /o = — lim [Z e - Z s (t)] est nul. 

Z e t >00 



Puisque la réponse ne présente pas d’oscillations, le temps de réponse à 5% est l’instant où la 
sortie Z s atteint 95% de sa valeur asymptotique Z e . 

On résout alors : 0,95 Z e = Z e (1-e s ) 
i 

Soit: e s =0,05 



Ce qui fournit le temps de réponse à 5% 



* 5 % 



— In20 =3 — 
K K 



Ce qui montre que la servocommande sera d’autant plus rapide que la section S du vérin sera 
faible et que le gain du distributeur sera grand, ce qui satisfait le bon sens : le distributeur 
alimentant avec un fort débit un vérin de petite section, le déplacement est alors rapide. 

On peut anticiper sur le chapitre 4 pour définir le rapport S/K comme étant la constante de temps 
du système. Le temps de réponse à 5% de la servocommande est donc trois fois sa constante de 
temps. 



- VERIN ELECTRIQUE DU ROBOT PARALLELE EX800 



Présentation 

Le système EX800 a déjà été présenté. 

On s’intéresse ici à la chaîne fonctionnelle d’un de ses vérins électriques à 
vis (en grisé dans le diagramme de type SADT ci-dessous : fonctions Al 
et A2). 
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Programme du mouvement 



Énergie électrique 



Efforts 



Objet en 
position 
quelconque 



J 



Énergie 

électrique 



Acquérir et 

* traduire l’ordre de 

mouvement ai . 

Cartes de commande 



Déplacer la plate- 
forme 



Infos des 
capteurs 

Énergie mécanique 



A2 



Vérins + capteurs 



Supporter l’objet 



A3 



Plate-forme 



AO 



Infos vers 
l’ordinateur 
de pilotage 

► 



Objet en 
position 



T 

| EX800 



Cette chaîne fonctionnelle est constituée : 

• des cartes de commande qui regroupent la partie commande et le variateur de vitesse ; 

• du vérin proprement dit qui regroupe la partie opérative et les capteurs de position et de vitesse. 



Programme du Énergie électrique 

mouvement lnfos des 




Ce vérin est un vérin électrique à vis constitué : 

• d’un moteur électrique à courant continu 1_ associé à une génératrice tachymétrique 2 qui fournit 
à la partie commande une tension image de sa vitesse de rotation ; 

• d’un réducteur 3 qui réduit cette vitesse afin de fournir un couple suffisant ; 
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• d’une vis 6 accouplée à la sortie du réducteur et en liaison hélicoïdale avec la tige de sortie 9 
par un système vis-écrou 6-7 ; 

• d’un potentiomètre rotatif 15 qui est entraîné par la vis (par un engrenage roue-vis 5-4 ) et fournit 
donc une tension image de la position de la tige à la partie commande. 




Système de mesure de 
la position de la tige 9 ‘ 



5 + Potentiomètre 15 



Boîtier 14 



Support 



Réducteur 3 



Rotule 



1+ Dynamo tachymétrique 2 (Intègres) 



Roulements 






-2 Travail demandé 



Question 1 : structure de la chaîne fonctionnelle 



Compléter le schéma bloc ci-dessous en indiquant les composants représentés par les différents 
blocs non désignés : 



Consigne de position fournie via le logiciel de pilotage 




Identifier le préactionneur, l’actionneur, les transmetteurs et l’effecteur de cette chaîne fonctionnelle 
asservie. 
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Question 2 : adaptation au potentiomètre 

• Le pas du système vis écrou est p = 6,35 mm/tour. 

• La course maximale de la tige est de 150 mm. 

• La plage de mesure du potentiomètre est de 345°. 

Quel doit être le rapport de l’engrenage roue-vis afin que le potentiomètre soit utilisé au maximum 
de sa plage de mesure ? 

Cet engrenage est tel que la vis est à un seul filet et la roue possède 26 dents. Cf. dessin. 

Que peut-on en conclure en termes de précision de la mesure ? 

La tension délivrée par le potentiomètre varie en 0 et +5V le long de sa plage de mesure. 

Quel doit être le gain du transducteur d’entrée de la chaîne asservie ? 

Question 3 : mesures de performances 

On souhaite caractériser globalement les performances de cette chaîne asservie à partir de 
différents essais, en choisissant des lois de consigne de position parmi les signaux canoniques : 
échelon, rampe et sinus, ceci à partir du logiciel de pilotage. 

Ce même logiciel, recevant en retour la position de la tige, via le potentiomètre et la carte de 
commande, permet, pour chaque consigne, le tracé de l’évolution temporelle de la position de la 
tige en réponse. 

3-1 : réponse à un échelon 

L’échelon est défini comme une 
entrée en signal carré particulière. 

Soit ci-contre une consigne de 
position, sous forme d’un échelon de 
50 mm, à partir de l’instant t = 2,5 s 
et d’une longueur de référence du 
vérin de 400 mm. 




La loi d’évolution temporelle de la 
position de la tige en réponse à cette 
consigne est alors donnée par la 
courbe ci-contre. 

Le système est manifestement 
stable. Quelle est son erreur statique 
de position ? 

Que peut-on en conclure ? 

Le curseur est placé ci-contre à la 
position 447,5 mm. L’instant lu est 
4,7 s. 

Quel est le temps de réponse à 5% 
du système ? 
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3-2 : réponse à une rampe 

Le système reçoit cette fois une 
consigne de position selon une 
rampe, à partir de l’instant t = 0 s et 
d’une longueur de référence du vérin 
de 400 mm. La pente de cette rampe 
est de 50 mm en 5 secondes. 
Ensuite, la consigne est maintenue. 

NB : cette consigne en rampe de 
position est équivalente à une 
consigne en échelon de vitesse. 



La loi d’évolution temporelle de la 
position de la tige en réponse à cette 
consigne est alors donnée par la 
courbe ci-contre. 

Le curseur est placé ci-contre à la fin 
de la rampe (t = 5s) : on lit une 
longueur de 444,5 mm. 

Quelle est l’erreur statique de 
traînage de ce système ainsi 
sollicité ? 

Quelle hypothèse raisonnablement 
vérifiée est nécessaire à la 
conclusion précédente ? 

Quelle performance, mise en 
évidence lors de l’essai précédent, 
peut être vérifiée ici aussi ? 




3-3 : réponse à un sinus 

Le système reçoit pour finir une 
consigne de position selon une loi 
sinusoïdale, à partir de l’instant t = 0 s 
autour d’une longueur de référence du 
vérin de 400 mm. 

L’amplitude du signal sinusoïdal est de 
50 mm et la période de 5 secondes. 




La loi d’évolution temporelle de la position de la tige en réponse à cette consigne est alors donnée 
par la courbe qui suit : 
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Le curseur est placé ci-contre 
l’instant t = 3,4 s, la longueur lue 
de 396,7 mm. 

Quelle est l’erreur dynamique 
traînage à cet instant ? 





Correction 



Question 1 : structure de la chaîne fonctionnelle 



La lecture des différents documents permet de compléter le schéma : 



Consigne de position fournie via le logiciel de pilotage 




• Le préactionneur est le variateur de vitesse. Relié à la source d’énergie électrique, il reçoit les 
ordres de la partie commande et fournit l’énergie électrique au moteur. 

• L’actionneur est le moteur électrique qui transforme l’énergie électrique en énergie mécanique. 

• Les transmetteurs sont le réducteur, le système vis-écrou et l’engrenage roue-vis. 

• L’effecteur n’apparaît pas explicitement dans le schéma-bloc, il est en fait l’écrou du système 
vis-écrou, lié à la tige du vérin. 

Question 2 : adaptation du potentiomètre 



Le pas du système vis écrou étant de 6,35 mm/tour (1/4 de pouce), une course complète de la tige 
de 150 mm correspond à : 

150 

« 23, 62 tours de la vis. 

6,35 



Ces 23,62 tours de la vis doivent entraîner le potentiomètre sur 345° 
donc avoir po ur rappo rt : 



L’engrenage roue-vis doit 



345 



23,62x360 



1 



24,65 
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Le nombre de dents de la roue devant bien sûr être un nombre entier, on retiendra a priori un 
rapport de 1/25. Soit 25 dents pour la roue. Le choix d’un nombre de dents égal à 26 correspond à 
une marge de sécurité, qui conduit le potentiomètre à n’être utilisé, non pas sur 345°, mais sur : 

24, 65 ' 



26 



- x345 = 



327° 



Cette sécurité diminue légèrement (dans un rapport 26/25) la précision de la mesure. 



Dans la position 345° le potentiomètre délivre 5V. 
Donc dans la position 327° il délivre : 

327 

5x = 4, 740 V (hypothèse de linéarité) 



Ceci correspond à un déplacement de la tige de 150 
mm. La mesure du déplacement de la tige se fera donc 
au total avec un gain de : 

4,740 | nnoow _ -i 



150 



0, 032 V.mm 



On retiendra donc ce gain pour le transducteur d’entrée 
afin de comparer des tensions comparables. 



Tension délivrée 



A ( v ) 




■ Une autre façon de procéder peut être proposée, sous la forme de la vérification qui suit : 
on vérifie en effet que le gain de la chaîne de retour : 5,22 x 1/26 = 0,2 V/tour (de la vis) 
est bien le même que celui extérieur à la boucle : 0,032 x 6,35 = 0,2 V/tour. 



Consigne de position fournie via le logiciel de pilotage 




Question 3 : mesures de performances 
3-1 : réponse à un échelon 

La réponse tend vers la consigne : l’erreur statique de position est donc nulle . 

Conclusion : le système est précis en réponse à un échelon. 

La réponse ne présentant pas d’oscillations, le temps de réponse à 5% est la durée mise par la tige 
pour atteindre 95% de son déplacement total. 

Le déplacement total étant égal à la consigne de 50 mm, puisque le système est précis, le temps 
de réponse est donc simplement la durée mise par la tige pour se déplacer de 0,95x50 = 47,5 mm. 
Soit, puisque la longueur de départ du vérin est 400 mm, pour que celle-ci ait atteint 447,5 mm. 
Ceci se produit à l’instant 4,7s. 
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L’instant de la commande en échelon 
étant t = 2,5 s , on en déduit le temps 
de réponse à 5% 
fe% = 4, 7 - 2,5 = 



2,2 s 



3-2 : réponse à une rampe 



À la fin de la rampe, la valeur de la 
consigne est de 50 mm alors que le 
déplacement de la tige n’est que de 
44,5 mm. 

L’erreur statique de traîna ge est donc : 
E v = 50 - 44,5 = 5, 5 mm 



Cela suppose que cet écart n’évolue 
plus à l’instant considéré ce qui 
semble bien le cas puisque la courbe 
de réponse a « rejoint» son asymptote 
parallèle à la consigne. 

On vérifie à nouveau que l’erreur 
statique de position est nulle. 




3-3 : réponse à un sinus 



À l’instant considéré, la consigne de 
déplacement est : 

50sin(— 3, 4) = - 45,3 mm 

- période (en s) 

amplitude (en mm) 



Or le déplacement de la tige est 
396,7-400= -3,3 mm 
L’erreur dynamique est 
E v = -45,3 -(-3,3) = 



Cette erreur, en valeur absolue, 
semble à première vue être l’erreur 
dynamique maximale sur un cycle de 
consigne sinusoïdale. 

Un résultat plus précis nécessiterait de 
tracer la différence des deux courbes. 



donc : 

- 42 mm 
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IV -i 



ASSERVISSEMENT DE VITESSE DU CHARIOT MP22 




IV-1 Présentation 



On s’intéresse à la chaîne fonctionnelle d’entraînement du 
chariot filoguidé MP22 déjà rencontré : 



Consigne de 
vitesse 






Adaptateur 




de 




consigne 



Écart 



Correcteur 



Régulateur 
de vitesse 
+ 

amplificateur 







Vitesse 




Tension de 
commande 


Moteur à 
courant 


angulaire 
du rotor 


Réducteur 




continu 



















Vitesse de 
rotation de 
la roue 







rmitlilitMi dt; dépal 




Condition d'arrêl 


Start 




DEP [n ^ + Stop 



Cette chaîne permet un asservissement de la vitesse du chariot selon une valeur de consigne. En 
fait, plus précisément, c’est la vitesse de sortie du moteur qui est réellement asservie, la suite de la 
chaîne, hors boucle, comportant des composants proportionnels dépendant du rapport du 
réducteur et du rayon de la roue motrice et étant faiblement l’objet de perturbations. 

L’asservissement travaillant sur des grandeurs numériques, donc échantillonnées, la consigne de 
vitesse doit être traduite numériquement en un nombre d’incréments (noté inc). Le codage est de 
4,33 inc / mm.s' 1 . 

On pourra vérifier, dans la copie d’écran du logiciel de pilotage donnée ci-dessus, que la consigne 
de 320 inc correspond à une vitesse de 320 / 4,33 = 73,9 mm.s' 1 . 
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Remarque 1 : 

La résolution du codage est donc de 1/4,33 = 0,24 mm. s' 1 / inc. 

Le chiffre de 73,9 mm. s' 1 est donc à considérer avec cette approximation, soit 73,9 ± 0,12 mm. s' 1 
que l’on pourra arrondir donc à 74 mm. s' 1 . 

Remarque 2 : 

On peut lire, toujours sur la copie d’écran précédente, la traduction en hexadécimal (base 16) du 
nombre 320 qui est 0140. 

En effet 0x16 3 +1x16 2 +4x16 + 0 =320 

Cette écriture hexadécimale est directement traduisible en binaire sur 16 bits : 

0000 0001 0100 0000 
0 14 0 

La carte numérique travaille en effet sur des mots de 16 bits. 



La mesure de la vitesse se fait par décompte du nombre d’incréments émis par le codeur 
incrémental toutes les T e secondes, T e étant un temps prédéfini, infiniment petit par rapport à la 
durée totale du déplacement du chariot. Ce nombre d’incréments est alors l’image de la vitesse. Le 
système est configuré tel que l’on ait 0,27 inc/mm.s' 1 . Ce nombre provient du rapport du réducteur, 
du rayon de la roue, de la précision du codeur et de la période d’échantillonnage T e . 



Comme toujours, l’adaptateur de consigne doit posséder la même caractéristique que la chaîne de 
retour, afin que le comparateur compare des nombres comparables qui soient les images des 
vitesses de consigne et effective, dans le rapport 0,27 inc/mm.s' 1 . Aussi, après codage numérique 
dans le rapport 4,33 inc/mm.s' 1 , la consigne doit être corrigée dans le rapport 4,33/0,27 = 16 : 



Adaptateur de consigne 




Plusieurs types de correcteurs peuvent être retenus. On retiendra ici un correcteur proportionnel 
c’est-à-dire commandant le régulateur proportionnellement à l’écart. Le rapport de proportionnalité 
(gain du correcteur) est noté K r . Ce gain est réglable via le logiciel de pilotage. Ainsi on pourra 
raisonner sur le schéma bloc équivalent suivant : 

Consigne de 
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Ce schéma à retour unitaire permet la description du système de la manière suivante : 

L’écart, image en incréments de l’erreur de vitesse par rapport à la consigne, est amplifié dans le 

rapport K r . Cette commande numérique est traduite en vitesse du chariot par l’ensemble 

{préactionneur + PO} constitué des éléments suivants : 

• le préactionneur constitué du régulateur de vitesse et de l’amplificateur, qui contient une 
conversion numérique-analogique et élabore la tension de commande du moteur ; 

• l’actionneur (le moteur) qui transforme l’énergie électrique en énergie mécanique ; 

• un transmetteur (le réducteur) qui adapte la vitesse du moteur afin de fournir un couple suffisant 
à la roue ; 

• l’effecteur (le chariot lui-même mais cinématiquement tout simplement sa roue motrice) qui 
traduit la vitesse de rotation en sortie de réducteur en vitesse d’avancement. 

Cet ensemble a un comportement complexe qui ne sera pas étudié dans cet exercice. 



IV-2 Travail demandé 



Question 1 : influence de K r 

Les valeurs 4 et 8 sont testées pour K r . 
On relève alors les deux courbes ci- 
contre, donnant l’évolution temporelle 
de la vitesse du chariot soumis à la 
consigne en échelon de 74 mm/s . 

• Kr = 4 : 

La vitesse se stabilise sensiblement 
autour de la valeur 46,6 mm/s. À 
l’instant t = 61 ms, elle valait 44,3 
mm/s. 

• K r = 8 : 

La vitesse se stabilise sensiblement 
autour de la valeur 57,4 mm/s. À 
l’instant t = 41 ms, elle valait 54,6 
mm/s. 

^ Pour chaque valeur de K r , donner 
l’erreur statique E s et le temps de 
réponse à 5% du système. 



Question 2 : interprétation 

Les résultats précédents montrent un 
système imprécis. Cela s’explique par 
le fait qu’un écart nul conduirait à 
l’arrêt de l’alimentation du moteur (qui 
est proportionnelle à l’écart), ce qui est 
contraire au fonctionnement de 
l’ensemble. 




En fait, le système tend vers la situation d’équilibre où la vitesse du chariot et l’erreur sont 
exactement dans la proportion définie par le comportement en régime établi de la chaîne directe. 
Ainsi, si en régime établi l’ensemble {préactionneur + PO} génère une vitesse proportionnelle à sa 
commande avec un rapport Kpo (mm.s'Vinc), alors le système se stabilisera lorsque la vitesse et 
l’erreur seront dans la proportion 0,27.K c .Kpo, comme cela peut s’illustrer sur le graphe qui suit : 
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Gain en régime établi = 0,27.K C .K PO 




est nulle et l’erreur est donc égale à la vitesse augmente et donc l’erreur la vitesse et l’erreur sont dans le 

consigne de vitesse. diminue. rapport 0,27. K r .K P0 . 



Ainsi, en régime établi , la vitesse V œ du chariot est liée à l’erreur par : 



Voc = 0,27.K r .Kp O x E s 



Vérifier alors que le rapport — — est le même dans les deux essais conduits précédemment. 

K c E s 

En déduire la valeur du coefficient Kpo. 

+ Quelle relation lie alors V œ à la consigne de vitesse V c en fonction du gain K r ? 

Quel devrait alors être théoriquement la valeur de K r pour que l’asservissement soit précis ? 



Question 3 : vérification du coefficient Kpo à partir d’un essai en boucle ouverte 



Le chariot peut également 
être piloté sans boucle de 
retour, en donnant directe- 
ment une consigne de 
vitesse codée en incré- 
ments à l’entrée du 
régulateur de vitesse. 

La sortie du capteur de 
vitesse permet alors la 
mesure de celle-ci et le 
tracé de son évolution 
temporelle. Sa valeur en 
régime établi permet alors 
d’accéder au coefficient 
Kpo. 




On procède alors à l’essai décrit ci-après, en donnant par exemple une consigne de 100 
incréments au régulateur de vitesse : 
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£*£«' £.dteî Qoofijuet E^dei è*dc A t*opcs de 




La vitesse se stabilise sensiblement 
autour de la valeur 1 58,2 mm/s. 

^ En déduire la valeur du coefficient 
Kpo et conclure. 




IV-3 



Correction 



Question 1 : influence de K r 



L’erreur statique est la différence entre la valeur de consigne de 74 mm/s et la valeur limite atteinte. 
La vitesse ne présentant pas d’oscillation, le temps de réponse à 5% est le temps nécessaire pour 
que la vitesse atteigne 95% de sa valeur limite. 



D’où le tableau des valeurs demandées : 



K r 


Valeur limite 


Erreur statique 


95% de la valeur limite 


Temps de réponse à 5% 


4 


= 46,6 mm. s' 1 


E s = 27,4 mm. s' 1 


0,95 V œ = 44,3 mm. s" 1 


T 5 % = 61 ms 


8 


V œ = 57,4 mm. s' 1 


E s = 16,6 mm. s' 1 


0,95 V œ = 54,6 mm. s" 1 


T 5 % = 41 ms 
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Question 2 : interprétation 



K r 


V œ 




K C E S 


4 


0,43 


8 


0,43 



Le rapport (sans dimension) 



V œ 



K c E s 



est lié à Kpo par la relation : V œ = 0,27.K r .Kpo x E s 



Alors 



Kpo = 



1 Voo 
0,27 K r E s 



= 1,59 mm.s 1 / inc 



La relation précédente permet de déterminer la relation liant la vitesse limite V œ à la vitesse de 
consigne V c , pour un certain réglage de K r . Il suffit pour cela d’exprimer que E s = V c - V œ : 

V oo = 0,27.K r .K PO x(Vc-V oo ) 



D’où : 



V Q0 = 



0,27.K r .Kp O 
1 +0,27.K r K P0 c 



Cette relation montre que le système ne peut pas être précis. En effet, V œ = V c ne peut être obtenu 
que pour un gain K r tendant vers l’infini, ce qui bien sûr n’est pas possible. 

Question 3 : vérification du coefficient Kpo à partir d’un essai en boucle ouverte 

La vitesse se stabilisant autour de la valeur 158,2 mm/s pour une consigne en entrée du régulateur 
de 100 incréments, cela permet d’évaluer Kpo à : 



k po 



158,2 

100 



= 1,58 mm.s 1 / inc 



Ce résultat est tout à fait cohérent avec les essais conduits en boucle fermée. 



FONCTIONS DE TRANSFERT 



• • 




Les chapitres précédents ont permis de définir la notion de système, puis d’introduire celle de 
système asservi. Dans le cas restreint, mais très usuel, des systèmes linéaires et invariants, le but 
de ce chapitre fondamental est de donner des méthodes générales de modélisation mathématique. 
Celles-ci, à travers l’outil puissant qu’est la transformation de Laplace, aboutiront à la notion de 
fonction de transfert qui donnera toute sa puissance à la description par schéma bloc. Enfin, dans 
le cas des systèmes asservis, seront distinguées les fonctions de transfert en boucle fermée et en 
boucle ouverte, dont seront exposées les premières propriétés. 



I - PROPRIETES DES SYSTEMES PHYSIQUES 



r 1-1 Définitions - entrées et sorties 

Un système a été défini comme un ensemble organisé d’éléments interagissant entre eux et avec 
l’extérieur dans le but de réaliser une fonction. Un système physique est un système soumis aux 
lois des sciences physiques ; ceci par opposition, par exemple, à un système économique, un 
système organisationnel, etc. Cet ouvrage traite exclusivement des systèmes physiques. 

Les lois physiques lient des grandeurs de deux types : les entrées et les sorties. 

• Les entrées sont les grandeurs selon lesquelles le système agit. Du point de vue de 
l’automaticien, elles sont classées en deux catégories : 

les grandeurs de commande ou consignes, qui sont contrôlées, 

les perturbations qui ne sont pas contrôlées et que le système doit subir. 

• Les sorties sont les grandeurs dont l’état justifie l’existence du système. Elles sont fonction du 
système lui-même et des entrées. 

Un système est dit multivariable s’il comporte plusieurs entrées ou sorties. Dans le cas contraire il 
est dit monovariable. 

Ces entrées et sorties sont décrites par leurs évolutions temporelles : ce sont des fonctions du 
temps. Les systèmes sont alors dits temporels. 



1-2 Causalité et irréversibilité 



Les sorties du système dépendent des valeurs présentes et passées des entrées. Elles ne peuvent 
dépendre des valeurs futures. En d’autres termes, un effet ne peut exister qu’après sa cause. Ce 
principe important est appelé principe de causalité. 



■ Ce principe, qui peut sembler évident, possède des conséquences e(t) 

majeures dans la conception des systèmes. Prenons, par exemple, le ► 

cas d’un système monovariable qui aurait pour fonction de construire 
une sortie qui soit la dérivée de l’entrée : 

Les mathématiques définissent - une dérivée à gauche : lim — — — — 

At-0 At 

e(t + At)-e(t) 

- une derivee a droite : lim — 1 - — 

At^o At 

La fonction e est dite dérivable à l’instant t si ses deux dérivées, à gauche et à droite, sont les 
mêmes. La dérivée à l’instant t a alors un sens et n’est autre que : 
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de 

df 



(t)= lim 

At^O 



e(t + At)-e(t- At) 
2At 



lim a W- a (‘- AI ) 
At^O At 



lim « + 

At^O At 



Mais d’un point de vue physique, seule la dérivée à gauche est déterminable à l’instant t. En effet, 
elle vérifie le principe de causalité, puisque qu’elle ne dépend que de la valeur présente de l’entrée 
e(t) et de sa valeur passée e(t-At), connue à l’instant t. Par contre, la dérivée à droite nécessite de 
connaître le futur de l’entrée, e(t+At), ce qui est impossible à l’instant t. La dérivée à droite ne vérifie 
donc pas le principe de causalité. 

Ainsi, s’il est possible de concevoir un système dont la sortie est la dérivée à gauche de l’entrée, il 
n’est pas possible de concevoir un système dont la sortie en serait la dérivée à droite. A fortiori un 
système dérivateur pur au sens mathématique n’est pas concevable. 

t 

Par contre, un intégrateur ayant pour sortie s(t) = J e(x)dx vérifie le principe de causalité. 

O 

En effet, seule la connaissance du passé (ici entre 0 et t) de l’entrée est nécessaire à l’élaboration 
de la sortie à chaque instant. Alors, ce système intégrateur, causal, est irréversible puisque le 
dérivateur, nous venons de le voir, n’obéit pas, lui, au principe de causalité. 



■ On s’aperçoit alors des conséquences immédiates et capitales du principe de causalité en 
termes d’irréversibilité des systèmes : les effets ne peuvent provoquer leurs causes ! 



L’écriture orientée par bloc fonctionnel, qui précise les entrées et les sorties est, de ce point de 
vue, fondamentale et bien plus porteuse d’information que le signe « = » des mathématiques : 



e (t) 




s(t) 




s(t) 




► 


Système 


► 


n’implique en général pas : 


► 


Système 



■ Exemple : système de présentation à hauteur de tubes (cf. chapitre précédent) 
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Soit globalement : 



Consigne 
de hauteur 

y c 



j^(t)+y(t)=y c (t) 



*• 



Hauteur y 



Il est bien évident que, bien que l’équation différentielle puisse être inversée, le système physique 
correspondant n’a aucun sens : une modification de la hauteur des tubes, sous l’effet d’une 
perturbation, ne provoque pas une modification de la consigne ! 

La consigne est une cause de la hauteur des tubes, mais la hauteur des tubes ne peut pas 
physiquement être une cause de la consigne de hauteur. 



Nous reviendrons plus loin (paragraphe 11-1 ) sur cette notion importante de causalité. 






1-3 Linéarité et non linéarité 



■ Un système est dit linéaire si, soumis à une entrée qui est combinaison linéaire de plusieurs 
entrées, il élabore une sortie qui est la même combinaison linéaire des sorties correspondant à 
chaque entrée. On dit qu’il satisfait le théorème de superposition. 




2 ^k s k(t) 



Ainsi, pour prendre un exemple simple, si on sollicite le système selon la somme de deux entrées, 
la sortie est la somme des sorties correspondant à chaque entrée. Ou, encore plus simplement, si 
on double la valeur d’une entrée en échelon, la sortie est doublée également et à chaque instant : 




Le système de mise à hauteur de tubes est linéaire. En effet, sa loi de comportement ne fait 
intervenir que des fonctions qui le sont. Si on double la consigne, la hauteur est à chaque instant 
doublée également et a fortiori la hauteur atteinte finalement est doublée. 



Important : Il suffit qu’en régime établi la linéarité ne soit pas vérifiée pour pouvoir conclure à la 
non-linéarité du système. 



■ En mécanique, à part les engrenages et les systèmes vis-écrou, de nombreuses 
transformations de mouvement ne sont pas linéaires puisqu’elles font intervenir des grandeurs 
trigonométriques qui ne le sont pas. 

Exemple de système de transformation de mouvement linéaire : 




Il s’agit du cas de linéarité le plus élémentaire : sortie et entrée sont proportionnelles. 
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Exemple de système de transformation de mouvement non linéaire : 




D 



Vitesse de 
sortie 

=> 



s(, ik 




saturation 



e(t) 



TT 



■ La plupart des systèmes, quand 
ils présentent un comportement 
linéaire, ne le présentent que dans 
certaines plages : ils présentent alors 
des saturations qui correspondent à 
des valeurs maximales ou minimales 
que peut prendre la sortie. Cela 
correspond, par exemple, à des 
butées en mécanique ou à des 
protections en électricité. 



Si on considère encore une fois le système de mise à hauteur de 
tubes, on s’aperçoit que la hauteur du bac ne peut pas prendre toute 
valeur. En effet, elle appartient nécessairement à un certain 
intervalle, au maximum égal à la course du vérin. Il y a existence 
d’une saturation. Ce système n’est en fait linéaire que sur un certain 
domaine. Une fois la butée atteinte, la hauteur est maintenue à cette 
valeur, bien que le distributeur soit toujours en position de 
commande, puisque l’entrée est maintenue. Le débit d’huile est alors 
court-circuité par le limiteurde pression. 

Le schéma bloc peut alors être complété en ajoutant un bloc de 
saturation de pente 1 et limité aux valeurs extrêmes de la hauteur y. 



Consigne de 
hauteur y c 



La vitesse de sortie est une fonction sinusoïdale de 
la vitesse angulaire d’entrée. Or chacun sait que 
sin(20)*2sin0. Ce système n’est donc pas linéaire. 



Transducteur 
de gain A 





vérin 
1 de cc 


J 


r 


ii- 1 - 
' r i— 


'X 


4 


àn\ 
1 / 





Écart 



Ampli de 
gain B 





► y(t)-i/ Q <^ H 

0 









Hauteur y 




vérin + bac 



■ Les seuils, les sauts et plus généralement les phénomènes d hystérésis sont également 
sources de non linéarités. Le seuil correspond à une valeur minimale (en valeur absolue) de 
l’entrée nécessaire pour permettre l’évolution de la sortie. Le saut correspond à une valeur non 
nulle de la sortie dès que l’entrée évolue. L’hystérésis caractérise les systèmes qui se comportent 
différemment selon le sens de variation de l’entrée. En mécanique par exemple, les jeux génèrent 
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■ Les systèmes tout ou rien dont la sortie ne peut prendre que deux valeurs (ce qui les classe en 
fait dans les systèmes logiques, voir chapitre 1) sont typiquement non linéaires. Ils peuvent ou non 
présenter des seuils. 




Force de 
rappel 



En électromécanique, un interrupteur 
à relais est un système tout ou rien. 
À partir d’un certain courant seuil 
dans le circuit de commande, le 
champ magnétique généré par la 
bobine attire l’interrupteur qui se 
ferme en vainquant la force de 
rappel, assurée en général par un 
ressort. Ceci permet au courant de 
s’établir dans le circuit commandé 
selon les lois de celui-ci. 



■ Citons, pour clore cette liste de non linéarités, le phénomène de 
retard. Un retard a pour effet de décaler temporairement la sortie. Il 
ne faut pas confondre retard et seuil. Un seuil traduit l’existence 
d’une valeur minimale de l’entrée pour que la sortie ait lieu, ce qui 
n’est pas la même chose. Avec un retard, la sortie est nulle pendant 
une certaine durée, quelle que soit l’entrée. 

Un phénomène de retard peut être dû à un jeu en mécanique ou 
bien, en mesure, lorsqu’une prise d’information ne s’effectue pas à 
l’endroit précis où l’on désire contrôler une grandeur et que cette 
grandeur met un certain temps à se propager. C’est le cas, par 
exemple en mesure de température, lorsque le capteur est situé à 
une certaine distance de la zone à contrôler. 



Courant 

commandé 









Courant de 




commande 



e< ^ 




i 

i 

L 


t 


i 

i 

i 

i 


irzr 



1-4 Invariance 



L’invariance, ou stationnarité, est la qualité d’un système dont le comportement ne varie pas dans 
le temps. 



Il - SYSTÈMES LINÉAIRES INVARIANTS 



Dorénavant, l’étude est limitée aux systèmes linéaires, invariants et monovariables. D’après la 
linéarité, des systèmes à plusieurs entrées pourront être alors décrits en utilisant le théorème de 
superposition. Par exemple en superposant l’effet de la consigne à celui d’une perturbation. 



11-1 Description par équation différentielle 



■ Un tel système peut-être décrit par une équation différentielle linéaire à coefficients constants 
liant sa sortie s(t) à son entrée e(t). Soit dans le cas général : 



d n s d n V ds d m e d m ^ 

a n - (t) + a n _i — r(t) + ... +a 1 — - (t) + a 0 s(t) = b m — (t) + b m _ 1 

+ n 1 dt dt m 



dt 



dt 



de 

-^(t) + ... + b 1 — (t) + b 0 e(t) 
dt m_1 dt 



où les ai et bj sont des constantes (caractère invariant du système). 

Il est immédiat qu’un tel système est linéaire et invariant, compte tenu de la linéarité de la 
dérivation. On admettra la réciproque qui est que tout système linéaire invariant monovariable peut 
être ainsi décrit. 
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■ Causalité : 



La causalité impose que dans une telle équation différentielle l’ordre maximum de dérivée de la 
sortie soit supérieur ou égal à celui de l’entrée, soit : n > m 



En effet, on peut alors réécrire l’équation différentielle après m intégrations successives, afin de 
supprimer toute dérivation non causale de l’entrée dans le second membre, tout en conservant bien 
entendu un terme en s(t) dans le premier membre. 

Si on reprend l’exemple du système de mise à hauteur de tubes : 



Consigne 
de hauteur 

y c 





1 dv 

T--jr-(t)+ y(t)= y c (t) 


^ . 


► 


k dt 





Hauteur y 



l’équation de comportement est bien une équation différentielle qui vérifie le principe de causalité, 
avec n=1 et m=0. 

■ Termes constants ? 



L’équation différentielle générale présentée ne possède pas de termes constants. En effet, si c’était 
le cas, on pourrait toujours, par changement de variable, se ramener à une équation sans termes 
constants. Supposons en effet que l’on ait : 

d n s d n_1 s ds d m e d m_1 e 

a n ~ (t) + a n-i — r (t) + ... ai — — (t) + a 0 s (t) + a = b m — (t) + b m _ 1 — r(t) + . 

^+n-i Ht j+m 



dt 



dt" 



dt dt 1 

On peut alors poser : 

S(t) = s(t) + — 
a 0 

E(t) = e(t) + 7^- 
b o 

et alors le système peut être décrit par l’équation sans termes constants : 

d n S d n_1 S dS , d m E . 

a n — — (t) + a n -i — (t) + .. . a i — (t) + a 0 S(t) = b m — — (t) + b m _-| 



de 

■b!— (t) + b 0 e(t) + b 



d m_1 E 



dE, 



dt 



dt 



dt 



dt 



dt 1 



m1 (tJ + '-b-i — (t) + b 0 E(t) 



11-2 Ordre du système 



L’équation différentielle est qualifiée d’équation différentielle d’ordre n. De même, ce nombre n est 
appelé ordre du système. 



C’est un nombre important qui interviendra de nombreuses fois dans les analyses qui vont suivre. 

Par exemple le système de mise à hauteur de tubes est un système d’ordre 1, que l’on appelle 
aussi système du premier ordre. 



11-3 Réversibilité 



La causalité montre clairement qu’une condition nécessaire pour qu’un système soit réversible est 
que les deux nombres n et m soient égaux. Inversement, si n t m le système est nécessairement 
irréversible. 



Par exemple le système de mise à hauteur de tubes est irréversible puisque n = 1 et m = 0. 
Comme il a déjà été souligné, une variation de hauteur n’engendre pas une variation de consigne. 

Mais par exemple une équation différentielle du premier ordre telle que: 
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Hq dp 

a^m + a 0 s(t) = b^(t) + b 0 e(t) 
peut caractériser un système réversible. 



L’exemple le plus simple est encore celui du système d’ordre 0, dit proportionnel, caractérisé par 



a 0 s(t) = b 0 e(t). On dit alors que ce système est un gain pur, de gain K = 



bo 

ao 



Soit par exemple le système : 



n 

Vitesse 

angulaire 

d’entrée 




Nombre de dents Z 2 



Nombre de dents Z 1 




Pas : P 



t— ' W^- 



Vitesse de 
sortie 

■=> 



X 



décrit par : 



Vitesse 
angulaire 
d’entrée co 





Transformation de 


► 


► 


mouvements 





Vitesse de 
sortie v 



Z 1 

Il est caractérisé par l’équation (équation différentielle d’ordre 0) : v(t) = — L Pco(t). 

Z 2 

Z. 

Il s’agit donc d’un gain pur, de gain : K = — -P 

^2 

Puisque n = m (=0) la réversibilité est possible. 

Toutefois, l’égalité de n et de m n’est ici bien clairement qu’une condition nécessaire. La réalisation 
de la liaison hélicoïdale (géométrie du filet, nature du frottement) peut conduire à de l’irréversibilité, 
mais pour des raisons alors mécaniques et non causales. 



11-4 Exemples 



Voici deux exemples supplémentaires de systèmes physiques très simples pour illustrer les propos 
précédents, l’un dans le contexte de l’électricité, l’autre dans celui de la mécanique. 



11-4-1 Système électrique du premier ordre 

Soit le filtre RC ci-contre. 



Cours d’électricité 



La tension aux bornes du circuit RC est notée u(t). 

La tension aux bornes du condensateur est notée v(t). 



Le courant i(t) parcourant le circuit s’écrit : 

• en considérant la résistance : i(t) = 

R 
dv 

• en considérant le condensateur : i(t) = C — (t) 

w dt w 

On obtient alors, par égalisation, la loi de comportement du système : RC — (t) + v(t) = u(t) 

dt 

On reconnaît la forme générale d’un système linéaire invariant. 

Par ailleurs, cette équation différentielle impose, compte tenu du principe de causalité (vérifié par 
n=1 et m=0), que la tension v soit la sortie et la tension u l’entrée. 

Le système, du premier ordre, peut donc être décrit par le bloc : 
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u(t) 

— ► 



Système 



v(t) 

► 



L’inversion des entrées et des sorties n’est pas possible. 



Physiquement, cela signifie que si une tension u est imposée aux bornes de l’ensemble, il s’établit 
un courant à travers la résistance qui charge le condensateur et génère donc une tension v en 
conséquence à ses bornes. 



Inversement si une tension v est imposée directement 
aux bornes du condensateur, celui-ci ne peut pas dans 
ce cas se décharger à travers la résistance, puisque 
aucun circuit n’est établi. Il ne peut donc pas exister de 
courant, donc de tension u. 





v(t) 



11-4-2 Système mécanique du second ordre 

Soit une masse M ci-contre, insérée entre un 
ressort et un amortisseur. 



Cours de mécanique 



Le ressort exerce une force de rappel 
proportionnelle à son allongement (rapport k). 
L’amortisseur exerce une force de rappel 
proportionnelle à sa vitesse d’allongement 
(rapport f). 

L’ensemble est disposé horizontalement, la 
pesanteur s’exerce donc perpendiculairement au 
mouvement sur lequel elle n’agit donc pas. 











M 










y(t) 



M/WV 




Le déplacement de l’extrémité du ressort est x(t). Le déplacement de la masse est y(t). 



Alors, l’application du principe fondamental de la dynamique à la masse en mouvement par rapport 
au référentiel supposé galiléen permet d’écrire que : 

2 

M (t) = - f ^ (t) - k [y(t) - x (t)l 

dt 2 clt 



o 

d y dy 

D’où la loi de comportement du système : M — 4- (t) + f — (t) + k y(t) = k x(t) 

dt 2 dt 



On reconnaît la forme générale d’un système linéaire invariant. 

Par ailleurs, cette équation différentielle impose, compte tenu du principe de causalité (vérifié par 
n=2 et m=0), que le déplacement y soit la sortie et le déplacement x l’entrée. 



Le système, du second ordre, peut donc être décrit par le bloc : 



x(t) 

— ► 



Système 



y(t) 



L’inversion des entrées et des sorties n’est pas possible. 

Physiquement, cela signifie que si un déplacement x est imposé à l’extrémité du ressort, il s’ensuit 
un déplacement y en conséquence de la masse M. 

Inversement, si un déplacement y est imposé directement à la masse M, celui-ci n’engendrera pas 
de déplacement x de l’extrémité du ressort obéissant à l’équation différentielle, mais tout 
simplement x = y, le ressort se déplaçant alors en bloc, sans déformation. 
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Point de fonctionnement 

Le régime établi d’un système est la situation où toutes les dérivées sont nulles dans l’équation 
différentielle qui le caractérise. L’entrée et la sortie du système sont alors tels que aos(o° ) = b 0 e( oo) . 

On appelle alors point de fonctionnement (ou point d’équilibre) 
tout couple entrée-sortie qui peut être atteint en régime établi, 
c’est-à-dire dans le rapport :bo /ao- 

Tous les points de fonctionnement sont donc situés sur une droite 
appelée caractéristique, passant par l’origine et ayant ce rapport 
pour pente. Le point (0,0) étant bien entendu un point de 
fonctionnement. 

Cette caractéristique linéaire est représentative de la linéarité 
du système. 

Alors, par changement de variable, il peut être intéressant, dans certaines situations, de n’étudier 
que les variations des entrées et sorties autour de ce point de fonctionnement. On pose donc, si 
(eo, so) est le point de fonctionnement considéré : 
ôe(t) = e(t)-e 0 
ôs(t) = s(t)-s 0 

Alors, si e(t) et s(t) sont solutions de l’équation différentielle, les variations ôe(t) et ôs(t) le sont 
également par élimination des termes constants eo et so, comme signalé au paragraphe 11-1 . 





11-6 Linéarisation autour d’un point de fonctionnement 



Si un système n’est pas linéaire, l’ensemble de ses points de 
fonctionnement ne se situe pas sur une droite : la caractéristique 
n’est pas linéaire. Toutefois, une modélisation linéarisée peut 
parfois être effectuée autour d’un point de fonctionnement (eo, So) 
si les variations ôe(t) et ôs(t) sont suffisamment faibles. 



On assimile pour cela la caractéristique à sa tangente au point de 
fonctionnement considéré. Ceci permet de simplifier les 
équations et de pouvoir traiter le système comme un système 
linéaire. 




ôe 



■ Exemple : 

ds 

Soit un système décrit par l’équation différentielle: a 1 — (t) + a 0 s(t) = b 0 sin(e(t) - cp) 

dt 



Cette équation, manifestement non linéaire, a pour caractéristique la sinusoïde : 



s = — sin(e-cp). 
a o 

Soit par exemple le point de fonctionnement (cp,0). On y définit les 
variations : 
ôe(t) = e(t) — cp 
ôs(t) = s(t) 

L’équation différentielle s’écrit alors : 

a i (*) + a 0 ôs(t) = b 0 sin(ôe(t)) 
dt 




Si les variations de l’entrée sont suffisamment faibles autour de la valeur qp, on pourra confondre 
sin(ôe(t)) et ôe(t) : il s’agit de l’approximation classique dite des petits angles. Alors l’équation 
différentielle devient l’équation linéaire approchée : 
dôs 

a 1 (t) + a 0 ôs(t) = b 0 ôe(t) Le système est dit linéarisé autour du point de fonctionnement (cp,0). 

dt 
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III - TRANSFORMATION DE LAPLACE 



Les systèmes linéaires invariants sont décrits par des équations différentielles linéaires à 
coefficients constants. Lorsque les systèmes interagissent entre eux, par exemple pour élaborer un 
système asservi, la description interconnecte ces équations différentielles et l’on obtient des 
systèmes d’équations différentielles qui peuvent rapidement devenir compliqués. La transformation 
de Laplace permet d’exploiter une méthode de calcul (dite calcul symbolique) mise au point par 
Heaviside à la fin du XIXème siècle. Cette méthode permet de remplacer les équations 
différentielles par des équations algébriques, afin d’en faciliter la manipulation. 



-1 Définitions 



111-1-1 Fonction causale et fonction existence 



Une fonction f de la variable t est dite causale si : t< 0 => f(t) = 0. * 

En pratique la variable t sera le temps. If 

On définit alors la fonction existence u par : 

t<0^>u(t) = 0 T n 

t> 0 => u(t) = 1 u 



c’est-à-dire l’échelon unitaire. 

Elle est également appelée parfois fonction de Heaviside, ou encore fonction unité. 



t 



Toute fonction non causale est transformée en une fonction causale par multiplication par la 
fonction existence. 



MM -2 Transformée de Laplace 



On appelle transformée de Laplace d’une fonction causale f, la fonction F, si elle existe (condition 
de convergence de l’intégrale), qui à tout nombre complexe p associe le nombre complexe : 

+ 00 

F(p) = f f(t)e- pt dt 
0 

■ Il sort du cadre de cet ouvrage d’expliciter les conditions de convergence de cette intégrale qui 
seront donc toujours implicitement vérifiées. Disons seulement que cela suppose que : 

lim f(t)e“ pt =0 

+00 

ce qui est le cas pour toute fonction f usuelle, compte tenu de la rapidité de décroissance de 
l’exponentielle. 

NB : la limite d’un nombre complexe doit s’entendre au sens de son module. 

■ Le nombre complexe p, homogène à l’inverse d’un temps, est appelé opérateur de Laplace ou 
opérateur symbolique. On pourra utilement se souvenir qu’il est noté s dans les pays de langues 
anglosaxones. 

Si nécessaire, on posera : p = a + jco , avec j 2 = -1 . 
a est la partie réelle de p, 
œ est la partie imaginaire de p. 

Ces deux nombres réels sont également homogènes à l’inverse d’un temps, bien entendu. 

La fonction f est appelée transformée de Laplace inverse de F, ou fonction originale de F. Mais 
l’inversion de la transformée de Laplace n’est pas d’un usage pratique en automatique où 
l’utilisation de tables de transformées sera préférée, comme nous allons le voir. 

Les notations usuelles sont : F =£(f) et alors f = £ _1 (F). 
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1-2 Premières propriétés 

■ Linéarité 

De la linéarité de l’intégration découle immédiatement celle de la transformation de Laplace, soit : 

£[a.f(t)+b.g(t)] = a.£[f(t)] + b.£[g(t)] 



■ Théorème de la dérivation 

+ 00 

Si X[f(t)] =F(p)= f f(t)e“ pt dt, alors X 
o 



(t) 



=7> e - ptd t 



Or, l’intégration par parties nous permet d’écrire que pour toutes fonctions u et v : 

r ^(t).v(t)dt = [u(t).v(t)]a-J u(t).^(t)dt 



a a 

Ainsi, en intégrant par parties la transformée de la dérivée, il vient : 



+ 00 +00 

f HL (t) e- p, dt = [f(t).e- pt ] + o” - f f (t) H- e- pt dt 



dt 



o o 

où: [f(t).e“ pt ] g 00 =0-f(0) = -f(0) car la définition de la transformée impose lim f(t)e~ pt =0 



t~ > +00 



+00 +00 +00 

et: f f(t)^e“ pt dt= f f(t)(-pe“ pt )dt = -p J f(t)e“ pt dt, puisque p est indépendant de l’intégration. 



soit donc simplement : f f(t) — e pt dt = - p X[f(t)] 



dt 



D df 

Donc la transformée de la dérivée est : J — (t)e“ pt dt = -f(0) + p X[f(t)]. D’où le résultat à retenir : 



dt 





df 




X 


[dt (t) J 


= p£[f(t)]-f(0) 



Ainsi, on peut calculer les dérivées successives d’une fonction : 






dt 



df 



dt 



(t) 



df 



dt 



= pX 

Soit, d’une manière générale : 

X 



df 



df 



- -(0) = p p X[f(t)] - f(0) - -(0) = p z X[f(t)] - p f(0) - -(0) 



dt 



dt 



^f(t) 

dt 



= p"£[f(t)]- n fp n - 1 - k ^(0) 

^ dt k 



k=0 



En pratique, la dérivation sera surtout utilisée avec des conditions initiales nulles, pour la 
fonction f et toutes ses dérivées (conditions dites de Heaviside). Il viendra alors : 



X 




= P X[f(t)] 



et, d’une manière générale : 




p n X[f(t)] 



La multiplication par p dans le domaine symbolique de Laplace est équivalente à la dérivation dans 
le domaine temporel, sous les conditions de Heaviside. 

Ce résultat est fondamental. 
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I Théorème de l’intégration 

df 



Le résultat précédent : X 



conduit à : £[f(t)] = — [X 



(t) 

(t) 



= p£[f(t)]-f(0) 



Ainsi, si f(t) = f g(x)dT , alors : £ 
o 

D’où le résultat à retenir : 



+ f(0)] 

t 



/ g(t)dT 

o 



1 1 
= - [ 4g(t)] + / g(T)dx ] = - £[g(t)] 
P L n P 



/ g(t)dT 

0 



= -X[g(t)] 
P 



La division par p dans le domaine symbolique de Laplace est équivalente à l’intégration dans le 
domaine temporel. 



■ Théorème de la valeur initiale 

D’après le théorème de la dérivation : X 

df 






Donc, p £[f(t)] = £ 



dt 



(t) 



p£[f(t)]-f(0) 
+ f(0)= = /^-(t^dt + ftO). 



0 



Soit en passant à la limite : 

+ °0 

lim p£[f(t)]= lim f — (t)e“ pt dt + f(0) 



+00 



P^+co Q dt 

‘df 



lim pX[f(t)] =/ — (t) lim e“ pt dt + f(0) 



P ^ +00 ^ dt p ^+00 

or, sous certaines réserves de convergence de l’intégrale non développées ici : 
df 



lim e _pt = 0 =* f — (t) lim e“ pt dt = 0 
J dt v 



P >+oc 



P >+oo 



Donc lim p X[f(t)] = f(0) 

P ^> +00 

Ce résultat est appelé théorème de la valeur initiale, on le retiendra plutôt sous la forme usuelle : 

lim f(t) = lim p F(p) 

t^O p^> +00 

puisque : lim f(t) n’est autre que la valeur initiale f(0) prise par la fonction f 

t^o 

et il a été convenu de noter également £[f(t)] = F(p). 

Par ailleurs, les réserves de convergence exprimées plus haut limitent la validité de ce résultat à 
l’existence de la limite de pF(p). 



I Théorème de la valeur finale 



Cette fois on cherche la limite quand p tend vers 0 : 






7df 
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or, sous certaines réserves de convergence de l’intégrale non développées ici : 




+ 00 - 

Donc lim p X[f(t)] = f — (t)dt + f(0) = lim f(t) - f(0) + f(0) = lim f(t) 

P^O Q dt t^+oo t^+oo 

Ce résultat est appelé théorème de la valeur finale, on le retiendra plutôt sous la forme usuelle : 





lim f (t) = lim p F(p) 

t-» +CC p-»0 




Par ailleurs, les réserves de convergence exprimées plus haut limitent la validité de ce résultat à 
l’existence de la limite de f(t). 



■ Théorème du retard 

Considérons la fonction g qui retarde les valeurs prises par la fonction causale f d’un temps x, soit 
donc : g(t) = f(t - x) 



Puisque g(t) = 0 pour t < x (car f est causale), f g(t)e pt dt= f g(t)e pt dt. 

0 X 



+00 +00 +00 

Donc:£[g(t)] = f g(t)e“ pt dt= f g(t)e“ pt dt= f f(t-x)e“ pt dt. 

0 x x 

Si on effectue alors le changement de variable ô = t - x, il vient : 

+00 +00 

£[g(t)] = f f(ô)e“ p(T+ô) dô = e _pT f f(ô)e“ pS dô 
0 0 

+oo 

Où on reconnaît : f f(ô)e" pô dô = £[f(t)] 
o 

Ainsi : £[g(t)] = e' px £[f(t)] 

D’où le résultat appelé théorème du retard : 




g(t) = f(t - x) => £[g(t)] = e' pT £[f(t)] 



■ Produit de fonctions 

Il reste important, pour clore cette liste de propriétés, de souligner que la transformée de Laplace 
du produit de deux fonctions n’est pas le produit des transformées. Elle fait appel à la notion de 
produit de convolution, hors de propos ici. On retiendra donc que : 



X[f(t) x g(f)] ï Xff(t)] x £[g(t)] 



■ Autres résultats 

La transformation de Laplace possède de nombreuses propriétés qui ne seront pas utiles pour les 
systèmes automatiques objets de cet ouvrage et donc non exposées. On pourra se référer à des 
ouvrages de mathématiques pour approfondir ses connaissances. 
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-3 Calculs de transformées 



Seules quelques transformées de Laplace sont utiles en automatique. Ce paragraphe a pour 
objectif d’établir les plus courantes. 



■ Rappel préalable 

La transformation de Laplace s’opère sur des fonctions causales. On 
utilisera pour cela, si nécessaire, la multiplication préalable par la 
fonction existence u, dont on rappelle ici la définition : 
t< 0 u(t) = 0 

t> 0 => u(t) = 1 




T" 

0 



■ Échelon 

Soit la fonction échelon définie par f(t) = a u(t). 

Sa transformée de Laplace est : 

+ 00 

F(P) = / ae“ pt dt = - — [e _pt ] + 0 ” = - - [0 - 1] = - 
0 P PP 

■ Créneau, impulsion et Dirac 

Soit la fonction créneau de niveau a définie par : 

0 < t < T => f(t) = a 
f(t) = 0 sinon. 

Sa transformée de Laplace est : 

F(p)= f ae“ pt dt = - — [e“ pt ] I = - — [e _pT — 1] = — [1 — e“ pT ] 
o P P P 



On appelle impulsion une fonction créneau de durée infiniment brève. 
L’aire du créneau est appelée le poids de l’impulsion, noté a. 

ex 

Il s’agit donc du créneau précédent avec : a = — et T^O 
Sa transformée de Laplace s’obtient alors en passant à la limite : 



F(p) = lim — [1 
t^o pT 



-e pT ] = a lim 



1-e 



-pT 



T-0 pT 

La transformée de Laplace d’une impulsion est donc son poids. 



Le cas le plus courant est l’impulsion de poids 1, appelée impulsion 
de Dirac, ou plus simplement Dirac, et notée ô(t). Sa transformée de 
Laplace est l’unité. 



■ Rampe et fonctions puissance 



Soit la fonction rampe de pente a définie par f(t) = at u(t). 

On pourrait calculer sa transformée de Laplace à partir de sa 
définition. Toutefois, cette rampe n’est autre que l’intégrale depuis 
l’instant initial de la fonction créneau de niveau a, dont la transformée 
est a/p. Alors, puisque l’intégration dans le domaine temporel 
correspond à la division par p dans le domaine de Laplace, il est 
immédiat que la transformée de la rampe f(t) = at u(t) est : 

F(P)--| 

P 



a 

o T 

a n - 

0 T t 

f(t) A 

1 

a/T h 



OT t 

ô(t) * 

i 

i/T h 



OT t 



f(t) A 



at 
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Cette logique peut se poursuivre par intégrations successives pour 



montrer que la transformée de f(t) = at n u(t) est F(p) = a 



n! 



P 



n+1 



■ Exponentielle décroissante 



Soit la fonction exponentielle causale convergente définie par : 
f(t) = u(t)e" at . 

Sa transformée de Laplace est : 

+00 +00 . 

F(p)= /e- at e-P‘dt= /e-<P +a >‘dt — [e- (p+a)t ] + o” 

o o p + a 



p+a p+a 

sous réserve de convergence. 



■ Cosinus et cosinus 



Soient les fonctions causales cosinus et sinus : 
f(t) = u(t) cosœt, de transformée de Laplace F(p), 
g(t) = u(t) sinœt, de transformée de Laplace G(p). 

On sait que f(t) — j g(t) = cosœt — j sincot = e“ JCüt . 



Par ailleurs, la transformée de cette exponentielle est : 

p + jœ 

Ceci se démontre comme précédemment. 

1 

La linéarité permet donc d’écrire que F(p) - j G(p) = 

P + jco 



Or, on peut écrire classiquement que : 



p + jco (p + jco)(p — jco ) p 2 + co 2 p 2 +0 ) 2 

Donc, par identification, on en déduit les transformées cherchées : 

f (p)=V4- et G ( p )= t ^-2 

P + CD p + CD 



■ Cosinus et cosinus amortis 



Soient les fonctions causales convergentes : 



f(t) = u(t) e cosœt, de transformée de Laplace F(p), 





g(t) = u(t) e sinœt, de transformée de Laplace G(p), 
avec a réel positif. 

On sait que f(t) — j g(t) = e“ at [cos œt - j sinœt] = e~ a{ e~ ]w{ 



e -(a+jco)t 



Par transformation de Laplace il vient donc : F(p) - j G(p) = 

p + (a + jco) 



Sous réserve de convergence. 



Or, on peut écrire classiquement que : 

1 p + a-jœ p + a œ 

(p + a) + jœ (p + a + jœ)(p + a- jœ) (p + a) 2 +œ 2 \p + a) 2 +œ 2 

Donc, par identification, on en déduit les transformées cherchées : 

F(p) 5 t et G(p) 

(p + a) + œ (p + a) + œ 
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■ Table récapitulative 

La table suivante rassemble les différentes transformées qui viennent d’être établies. Il est très utile 
de les connaître. Elles permettent de résoudre la grande majorité des problèmes rencontrés. 



f(t) causale 


F( P ) 


Impulsion de 
poids a 


a 


a 


a 

P 


at 


a 

7 


a t n 


n! 

a 

P n+1 


e“ at 


1 

p + a 



f(t) causale 


F( P ) 


cos cot 


P 


2 2 
p + CO 


sin cot 


(0 


2 2 
p + C0 


-at . 

e cos cot 


p + a 


(p + a) 2 +co 2 


-at . 

e sin cot 


(0 


(p + a) 2 +co 2 







Quelques transformées supplémentaires sont fournies en fin d’ouvrage dans une fiche ressource. 



[2JI Fiche ressource "table des transformées de Laplace" 



-4 Résolution d’une équation différentielle à l’aide de la transformation 
de Laplace 



111-4-1 Exemple 

Soit le filtre RC ci-dessous, déjà modélisé. L’entrée est la tension aux bornes du circuit RC, notée 
e(t). La sortie est la tension aux bornes du condensateur, notée s(t). La loi de comportement du 
système est l’équation différentielle : 




On se place dans la situation où le condensateur est initialement non chargé. Soit s(0) = 0. 

À cet instant, le système est soumis à un échelon de tension e(t) = u (Volts). On cherche alors 
l’évolution s(t) de la tension aux bornes du condensateur. 

Pour cela l’équation différentielle va être transformée par la transformation de Laplace. On note 
E(p) la transformée de e(t) et S(p) la transformée de s(t). 

ds 

Par ailleurs puisque s(0) = 0 la transformée de — (t) est pS(p) d’après le théorème de dérivation. 

dt 

Alors, compte tenu de la linéarité de la transformation de Laplace, l’équation différentielle se 
transforme en : 

RC pS(p) + S(p) = E(p) 
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L’équation différentielle est transformée en une équation algébrique dans le domaine 
symbolique de Laplace. 

1 

Elle peut encore s’écrire : S(p) = E(p) 

1 + RCp 

NB : cette écriture va permettre (cf. IV) de définir la fonction de transfert du système. 



Puisque e(t) est un échelon de niveau u, on sait que E(p) = — . (Cf. table des transformées) 

P 

~ 0/ x lU U 

VK ' 1 + RCp p p(1 + RCp) 

Reste alors à effectuer la transformation inverse afin de trouver l’original s(t) de S(p) cherché. 

Pour cela la méthode la plus simple consiste à modifier l’écriture de S(p) pour faire apparaître des 
transformées connues. Ici on reconnaît deux formes de transformées figurant dans la table : 

1 

— qui est la transformée de 1 , 

P 

— - — qui est la transformée de e~ at . 
p + a 

A B 

On décompose alors S(p) sous la forme S(p) = — + , où il reste à déterminer A et B. 

p 1 + RCp 



JJ] Fiche ressource "décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples" 



Ces coefficients A et B peuvent s’obtenir par mise au même dénominateur, puis identification : 



S(p) = 



A(1 + RCp) + Bp A + (RCA + B)p 



p(1 + RCp) 



p(1 + RCp) 



qui doit être identifié à : S(p) = 



p(1 + RCp) 



D’où : 

A = u 
B= - uRC 

. 0/ x u uRC 

Et donc : S(p) = — 



p 1 + RCp p 1 
P+ RC 

Où on reconnaît : 

1 

— qui est la transformée de 1 
P 

1 t 

qui est la transformée de e RC . 



P + 



RC 



Alors, la linéarité permet d’écrire, par transformation inverse, que 



s(t) = u[1 — e RC ] 



qui est donc l’évolution temporelle de la tension aux bornes du condensateur lorsque le circuit est 
soumis à un échelon u de tension : 
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■ Remarque : 

Bien évidemment, pour une équation différentielle aussi simple que l’équation ici rencontrée, les 
méthodes de résolution directe par résolution de l’équation sans second membre et recherche 
d’une solution particulière, sont plus performantes que la transformation de Laplace. 



[JJ] Fiche ressource "équations différentielles linéaires à coefficients constants" 

Toutefois l’objectif était ici d’introduire, sur un exemple simple, une méthodologie générale qui sera 
utile pour des équations plus complexes. 

111-4-2 Méthodologie générale 

La méthode générale de résolution d’une équation différentielle linéaire à coefficients constants à 
l’aide de la transformation de Laplace, introduite dans l’exemple précédent, peut alors être 
synthétisée schématiquement de la manière suivante : 



Système décrit 
dans le domaine 
temporel 



e(t) 



d n s,., d n - 

a n — r( t ) + a n-1 — 

dt dt 



c Hq 

^(t) + ... +ai ^(t) + a 0 s(t) 



= b r 



Transformation de la 
fonction d’entrée par la 
transformation de Laplace : 
il s’agit en général d’une 
fonction se trouvant dans 
la table : échelon, rampe, 
sinus, etc. 



t 

E(P) 



d m e . d^e 

i (t) + b m _i 
dt dt 1 



de 

(t) + -+b 1 ^(t) + b 0 e(t) 



Transformation de l’équation 
différentielle par la 
transformation de Laplace, en 
particulier le théorème de la 
dérivation (attention aux 
éventuelles conditions initiales 
non nulles), en une équation 
polynomiale. 



Système décrit dans le domaine 
de Laplace permettant d’exprimer 
la transformée de la sortie S(p) 
sous forme d’une fraction de 
polynômes. 




Transformation inverse 
pour obtenir la fonction 
de sortie par 
décomposition de sa 
transformée en fonctions 
élémentaires se trouvant 
dans la table. 



-*► S(P) 



-5 Usage du théorème de la valeur finale 



Pour terminer l’exposé de la transformation de Laplace et de ses propriétés, il convient de revenir 
sur l’important théorème de la valeur finale, dont on rappelle ci-dessous l’énoncé : 

lim f(t) = lim p F(p) si cette limite est finie 

t-» +00 P - =*0 



Cette propriété, en pratique plus couramment utile que le théorème de la valeur initiale, permet de 
déterminer la valeur limite de la réponse d’un système, par exemple pour déterminer sa précision 
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statique, sans avoir besoin d’en connaître l’expression temporelle, c’est-à-dire sans avoir besoin de 
résoudre l’équation différentielle qui régit le système. Il faudra toutefois s’assurer de l’existence de 
cette limite. 



■ Exemple 1 

ds 

Soit le système régit par l’équation différentielle : — (t) + s(t) = e(t) . 

dt 

Avec pour condition initiale s(0) = 0 ce système est soumis à une entrée en échelon unitaire e(t) = 1 
pour t > 0. 

On cherche la valeur limite de sa réponse : lim s(t) . 

t-> +00 



• Pour cela une première méthode consiste à résoudre l’équation différentielle dans le domaine 
ds 

temporel : — (t) + s(t) = 1 pourt>0. 
dt 

La solution générale de l’équation sans second membre est classiquement de la forme s(t) = ke _t . 
Une solution de l’équation avec second membre étant s(t)=1, la solution de l’équation différentielle 
s’avère donc de la forme s(t) = 1 + ke _t . 

La condition initiale s(0)=0 impose k = -1 . Donc finalement le système réagit avec la sortie : 
s(t) = 1 -e _t 

où il est clair que lim s(t) = 1 , ce qui répond à la question mais en ayant nécessité la résolution de 




• La transformation de Laplace offre une méthode qui ne nécessite pas la résolution de l’équation 
différentielle. 

ds 

Comme s(0)=0 (condition de Heaviside) la transformée de — (t) est pS(p) et la transformation de 

dt 

l’équation différentielle s’écrit alors : pS(p) + S(p) = E(p). 

1 

Soit encore: S(p) = E(p). 

1 

Par ailleurs, l’entrée étant un échelon unitaire, sa transformée est E(p) = — , ce qui donne 

P 

1 

finalement pour transformée de la sortie : S(p) = ■ 



P(1 + P) 

1 

Alors le théorème de la valeur finale permet d’écrire que lim s(t) = lim pS(p) = lim 

t^+00 p^O p— >o 1 + p 



= 1 . 



On retrouve le même résultat que par la méthode temporelle, mais sans avoir eu à résoudre 
l’équation différentielle, ce qui est un avantage notable. 



■ Exemple 2 

ds 

Soit maintenant le système régit par l’équation différentielle : — (t) - s(t) = e(t) . 

dt 

Avec pour condition initiale s(0) = 0 ce système est soumis comme le précédent à une entrée en 
échelon unitaire e(t) =1 pour t > 0. 
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On cherche également la valeur limite de sa réponse : lim s(t) . 

+00 

ds 

• Dans le domaine temporel, on écrit l’équation différentielle : — (t) - s(t) = 1 pour t > 0. 

dt 

La solution générale de l’équation sans second membre est cette fois de la forme s(t) = ke +t . 

Une solution de l’équation avec second membre étant s( t) = — 1 , la solution de l’équation 

différentielle s’avère donc de la forme s(t) = -1 + ke +t . 

La condition initiale s(0)=0 impose k = 1 . Donc finalement le système réagit avec la sortie : 
s(t) = -1 +e +t 

où il est clair que lims(t)=+o°. 




• La limite n’étant pas finie (la sortie est divergente, le système est instable), le théorème de la 
valeur finale ne s’applique pas. 

On peut le vérifier par la transformation de l’équation différentielle qui s’écrit : pS(p) - S(p) = E(p). 
Soit : s (P) = ^f E (P)- 

1 

L’entrée étant un échelon unitaire, sa transformée est E(p) = — , ce qui donne finalement pour 

P 

1 

transformée de la sortie : S(p) = . 

p(p-i) 

1 

Alors limpS(p)=lim = -1 . 

p^O p— >o p - 1 

On observe alors bien que dans ce cas : lim s(t)* limpS(p). 

+00 P -^0 

■ Conclusion 

On retiendra qu’il convient de bien s’assurer de la convergence de la fonction s avant de conclure 
que lim pS(p)= lim s(t). 

P ^0 t-» +00 

L’étude approfondie de la stabilité des systèmes linéaires (cf. IV-8) permettra de s’assurer de cette 
convergence sans avoir à déterminer s(t) ce qui enlèverait alors tout intérêt à la méthode. 

Par ailleurs, il est clair que si lim pS(p) est infinie, alors nécessairement lim s(t) l’est également. 

P =*0 t-* +00 

En effet, il suffit de raisonner par l’absurde : si cette limite était finie, le théorème de la valeur finale 

s’appliquerait et montrerait alors que lim pS(p) lui est égale, donc finie. 

p-*o 

En résumé : 

• Si lim pS(p) est infinie, alors lim s(t) l’est également : s est divergente. 

P =*0 t-» +00 

• Si lim pS(p) est finie, alors lim s(t)= limpS(p), à condition d’avoir la certitude que s est bien 

P^O t ^ +00 p^O 

convergente. Dans le cas contraire lim pS(p) n’a aucun sens. 

p^O 
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IV - FONCTION DE TRANSFERT D’UN SYSTEME LINEAIRE 
INVARIANT 



La transformation de Laplace permet de résoudre simplement les équations différentielles régissant 
le comportement des systèmes linéaires invariants ou de déterminer leur comportement limite. Elle 
permet aussi et surtout, de définir l’importante notion de fonction de transfert, appelée aussi 
transmittance. Celle-ci donne une image synthétique et intrinsèque d’un système et permet des 
écritures algébriques simples dans le cas de systèmes asservis représentés par des schémas 
blocs. 



IV-1 Définition 



Soit un système linéaire invariant monovariable décrit par l’équation différentielle suivante, liant sa 
sortie s(t) à son entrée e(t), comptabilisées à partir d’un point de fonctionnement : 



d n s 



d^s 



o s ... o s ... ds ... ... , o e ... . o e ... , oe ... , ... 

a n ~ (t) + a n-1 (t) + ■■■ +a 1 “77 (t) + a 0 s ( t ) = k m + ^m-l + "' + ^1 + ^O e (0 



d m e 



jm-t 



de 



dt n 



dt n 



dt n 



dt" 



où les ai et bi sont des constantes. 

Sous les conditions de Heaviside (conditions initiales toutes nulles), il vient, par la transformation 
de Laplace et en particulier le théorème de la dérivation, l’équation polynomiale : 

a n p n S(p) + a n _ 1 p n_1 S(p) + ... + a-ipS(p) +a 0 S(p) = b m p m E(p) + b m _ 1 p m-1 E(p) + ... + b^p) + b 0 E(p) 



Soit : 

S(p) = bp +biP + ... + b m p m = 

E(P) a 0 +a-|p + ... +a n p n 

Cette fraction rationnelle est appelée fonction de transfert du système. 

Elle est usuellement notée H(p) et le système sera alors représenté schématiquement par : 



E(P) 



* 



H(p) 



> S(p) 



Représentation à laquelle il convient d’associer la loi de comportement : S(p) = H(p).E(p). 

Ainsi, dans le domaine symbolique de Laplace, le système multiplie l’entrée à laquelle il est soumis 
par sa fonction de transfert. 



IV-2 Vocabulaire 



■ Le dénominateur de la fonction de transfert ao + a-jp + ... + a n p n est appelé polynôme 
caractéristique de la fonction de transfert. Son degré n est appelé ordre de la fonction de 
transfert, ou plus simplement du système. On rappelle que pour un système causal n > m. Ce 
polynôme caractéristique n’est autre que le polynôme caractéristique de l’équation différentielle. Il 
sera très important pour l’étude de la stabilité du système. 



■ Les racines du numérateur sont appelées zéros de la fonction de transfert, celles du 
dénominateur, pôles de la fonction de transfert. Ces pôles et zéros sont des nombres complexes, 
éventuellement nuis. Ils peuvent être explicités en écrivant la fonction de transfert sous la forme : 
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H /p) _ k (p-z 1 )(p-z 2 )...(p-z m ) 

(P-Pl)(P"P2)-(P-Pn) 

Si un même pôle pi ou un même zéro z\ n’apparaît qu’une seule fois dans cette écriture 
décomposée, il est dit simple. Sinon, il est dit multiple. 

■ Une autre écriture de la fonction de transfert est la suivante : H(p) = avec n(0)=d(0)=1 , 

p a d(p) 

K i _|_ 

soit donc plus visuellement sous l’allure : H(p) = — 

p a 1 + - 

Cette écriture, qui sera très utile, est appelée forme canonique de la fonction de transfert. Elle met 
en évidence : 

• Sa classe a, qui est la différence entre le nombre de pôles et de zéros nuis. C’est un nombre 
nécessairement positif ou nul pour les systèmes causaux : a > 0 . 

• Son gain K, qui est homogène au rapport des dimensions de la sortie et de l’entrée, divisé par 
le temps à la puissance a. En effet, il faut se rappeler que l’opérateur de Laplace p est 
homogène à l’inverse d’un temps. 



IV-3 Réponse impulsionnelle - notion de signature 



On rappelle que la réponse impulsionnelle d’un système est l’évolution de sa sortie suite à une 
entrée idéalement représentée par une impulsion de Dirac. Par ailleurs, cette réponse permet de 
caractériser la stabilité du système : un système est stable si, soumis à une impulsion de Dirac, il 
revient vers son état initial. 



Exemple de comportement stable : 



entrée sortie 




L’entrée du système étant une impulsion de poids unitaire, elle s’écrit, dans le domaine de Laplace 

E(p) = 1 ■ 



Sa sortie s’écrit donc dans le domaine de Laplace : S(p) = H(p).E(p) = H(p). 

Ainsi la fonction de transfert du système n’est autre que l’image par la transformation de Laplace de 
sa réponse impulsionnelle. Celle-ci porte donc en elle toute l’information sur le système. C’est 
pourquoi elle est aussi appelée signature du système. 



IV-4 Analyse de la stabilité à partir des pôles de la fonction de transfert 

Soit un système obéissant à l’équation différentielle : 



d s d n V ds d m e d m V de 

a n ~ (t) + a n-1 zrj (t) + ■■■ +a 1 7jr(t) + a 0 s ( t ) = d m + d m-1 jzrr (*) + ■■■ + d 1 “TrW + d o e (t) 

dt dt 1 dt dt dt 1 dt 



et donc ayant pour fonction de transfert : 

H(p) = 



bp + b^ + ... + b m p n 
a 0 +a 1 p + ... + a n p n 
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Sa réponse impulsionnelle n’est autre que la solution de l’équation sans second membre qui est la 
superposition des contributions de chacun des pôles à cette solution, de la manière suivante : 

• Si pi est un pôle réel, multiple d’ordre m, il apporte une contribution de la forme : 

Cj (t) =qj(t) e Pit où qj( t) est un polynôme en t d’ordre m-1 dont les différentes constantes sont 
déterminées par les conditions initiales. 

• Si Pj = Gj +jo)j est un pôle complexe, multiple d’ordre m, sa partie conjuguée Pj = crj — jcoj est 
également pôle multiple d’ordre m et tous deux apportent conjointement une contribution de la 
forme : 

c j (t) = qj(t) e Git cos(a)jt + cpj ) où qj(t) est un polynôme en t d’ordre m-1 dont les différentes 
constantes, ainsi que les cpj , sont déterminées par les conditions initiales. 



JJ] Fiche ressource "équations différentielles linéaires à coefficients constants" 



Ainsi, le système étant stable si et seulement si la réponse impulsionnelle revient toujours vers 
zéro, il l’est donc si toutes les contributions tendent nécessairement vers zéro, quelles que soient 
les différentes valeurs des constantes. C’est donc le comportement de l’exponentielle qui est 
déterminant dans les différentes contributions, comme détaillé dans le tableau ci-dessous. 



Type de pôle 


Illustration de la contribution à la 
réponse dans le cas où le pôle est 
simple (le polynôme est alors une 
constante Ai) 


La contribution d’un pôle réel positif, par le terme e P|t , 
est divergente et entraîne le caractère instable du 
système. 

Si ce pôle est multiple, le polynôme accentue cet 
effet. 


A i ePi ‘ A . 

avec Pj > 0 | 


La contribution d’un pôle nul, par le terme e P|t alors 
égal à 1, est une constante non nulle qui empêche la 
convergence vers zéro de la réponse. 

Si ce pôle est multiple, le polynôme fait diverger la 
réponse. 


A i A 

1 
i 

J . 


Les pôles réels négatifs apportent, par les termes 

e Pit , un comportement convergent vers zéro, quelle 
que soit leur multiplicité, compte tenu des propriétés 
de convergence de l’exponentielle face aux 
polynômes. 


Ai e Pit A 

avec Pj < 0 

STABLE ^ 


La contribution d’un couple de pôles complexes à 

partie réelle positive, par le terme e a|t , est divergente 
et entraîne le caractère instable du système. 

Si ces pôles sont multiples, le polynôme accentue cet 
effet. 


Aie ait cos(o)it + cpi) | / 

avecoj>0 / 


La contribution d’un couple de pôles imaginaires purs, 

par le terme e° it= 1, est une réponse oscillatoire qui 
empêche la convergence de la réponse. 

Si ces pôles sont multiples, le polynôme fait diverger 
la réponse. 


AjCOs(a)jt+(pj) ^ 

AAr 


Les couples de pôles complexes à partie réelle 

négative apportent, par les termes e Git , un 
comportement convergent vers zéro, quelle que soit 
leur multiplicité, compte tenu des propriétés de 
convergence de l’exponentielle face aux polynômes. 


Aje 0i cos(cajt + cpj) ^ 
avec Gj < 0 

STABLE ! 
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Pouvant considérer les pôles réels comme des pôles complexes particuliers, il vient alors 
l’important résultat suivant : 

Un système est stable si et seulement si tous les pôles de sa fonction de transfert sont à partie 
réelle strictement négative. 

■ Lieu des pôles 

Le résultat précédent peut être rendu plus visuel, en représentant dans le plan complexe les 
contributions des pôles simples réels et des couples de pôles simples complexes conjugués : 

A lm 




Comme dans le tableau précédent, la contribution de pôles multiples, qui dépend du degré de 
multiplicité, n’est pas représentée afin de ne pas alourdir la représentation. Une éventuelle 
multiplicité d’ordre m, par la multiplication de ces réponses par un polynôme d’ordre m-1, accentue 
l’effet stabilisateur ou déstabilisateur, pour les pôles à partie réelle non nulle. De la même manière, 
un pôle nul multiple conduit à une divergence (par exemple linéaire pour un pôle nul d’ordre deux) 
et un pôle imaginaire pur multiple apporte une réponse oscillatoire divergente. 

■ Influence de la partie réelle - notion de pôle dominant 

Plus le pôle est éloigné de l’axe des imaginaires purs, c’est-à-dire plus sa partie réelle est grande 
en valeur absolue, plus sa convergence ou sa divergence est rapide : 
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Par exemple, le système décrit par la fonction de transfert : 

H(p)= (p+i)(p + ioo) 

possède deux pôles simples qui sont réels et négatifs : -1 et -100. 

La rapidité de convergence de e -100t devant e -t pourra permettre, si nécessaire, de négliger la 
contribution du pôle -100 et donc d’approximer la fonction de transfert par : 

«»-«£> 

Le pôle -1 est alors qualifié de pôle dominant. 



Les pôles dominants sont ainsi les pôles les plus proches de l’axe des imaginaires purs. Bien 
entendu cette considération n’a de sens que concernant les pôles de la zone de stabilité. 



■ Influence de la partie imaginaire 

Plus un couple de pôles complexes est éloigné de l’axe des réels, c’est-à-dire plus leur partie 
imaginaire est grande en valeur absolue, plus la pulsation des oscillations ou pseudo-oscillations 




IV-5 Remarque concernant le gain 



L’écriture sous forme canonique d’une fonction de transfert permet d’identifier son gain K, ainsi 
qu’immédiatement l’existence éventuelle d’un pôle nul et de son degré de multiplicité qui n’est autre 
que la classe a : 

H (p)=4^S avecn ( o )= d ( o ) =i - 

p a d(p) 

Le système sera donc stable si et seulement si la classe est nulle et si le polynôme d(p) ne 
possède que des racines à partie réelle strictement négative. 



Il doit donc être clair que c’est seulement à cette condition que le gain K possède l’interprétation 
physique courante de rapport de la limite asymptotique de la sortie sur l’entrée, lorsque celle-ci 
est constante (entrée en échelon). Et alors, toujours à cette condition, sa dimension est simplement 
le rapport des dimensions de la sortie et de l’entrée. Sinon, on rappelle que ce rapport est à diviser 
par le temps à la puissance a. 



n / n \ 

En effet, considérons un système stable de fonction de transfert H(p) = K-^ avec n(0)=d(0)=1 . 

d(p) 



On la notera par commodité : H(p) = K 



1 +... 
1 +... ' 



Ce système est soumis à une entrée en échelon e(t) = Eo pour t>0. 

Par transformation dans le domaine de Laplace cette entrée devient : E(p) = — 

P 
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La sortie du système s’écrit alors, toujours dans le domaine de Laplace : 



S(p) = H(p).E(p) = K^^ 



KE 0 1 + ... 

p 1+...- 



On peut alors calculer la limite asymptotique de la sortie, d’après le théorème de la valeur finale et 
puisque la stabilité du système assure la convergence : 

KF 1 + 

lim s(t) = limpS(p)= lim p — -- — — = KE 0 . 

t^+00 p^O p^o p 1+... 



Ainsi K 



lim s(t) 

t ^ +oc est bien le rapport de la limite asymptotique de la sortie sur l’entrée. 

E o 




Si les systèmes franchement instables se rencontrent rarement dans les systèmes industriels, les 
systèmes limites ayant un ou plusieurs pôles nuis, c’est-à-dire une classe supérieure ou égale à 1, 
sont extrêmement courants. Dans ce cas, l’interprétation du gain est à manipuler avec vigilance, en 
particulier en termes dimensionnels. Cf. IV-6-3. 



IV-6 Exemples 



En reprenant certains systèmes rencontrés depuis le début de cet ouvrage, quelques premières 
fonctions de transfert peuvent venir illustrer le propos. 



IV-6-1 Filtre RC 

La tension de sortie s(t) est liée à la tension d’entrée e(t) par 
l’équation différentielle : 

ds 

RC^(t) + s (t) = e(t) 
dt 




R 




s(t) 



Sous les conditions de Heaviside, celle-ci se transforme dans le domaine de Laplace en : 



RC pS(p) + S(p) = E(p) 



Ou encore (1+ RCp) S(p) = E(p). 

Sf D ) 1 

La fonction de transfert du système est donc : H(p) = — — = 

y E(p) 1 + RCp 

Elle est donnée ici directement sous forme canonique. On y reconnaît une fonction de transfert : 

• d’ordre 1 

• de gain K = 1 (sans dimension) 

• de classe a = 0 (pas de racine nulle au dénominateur). 



L’unique pôle est 



1 

RC' 



C’est un nombre réel négatif qui assure la stabilité du système. 

Le gain de 1 prédit alors que, le système étant soumis à un certain échelon de tension u en entrée, 
la tension de sortie tend vers cette tension, comme cela a été montré par résolution de l’équation 
différentielle au paragraphe 1 11-4-1 . 



1 + RCp 



Dans le domaine de Laplace, ce filtre RC est alors décrit par : 



E(P) ► 



*S(p) 



IV Fonction de transfert d'un système linéaire invariant 



119 



Ce qui permet, toujours dans le domaine de Laplace, d’écrire que S(p) = - — E(p) . 

Ensuite, si nécessaire, le retour au domaine temporel se fait exactement comme décrit au 
paragraphe 111-4-1, selon le type d’entrée, puis par décomposition en éléments simples de la 
fraction rationnelle et transformation inverse de ces éléments. 



Par exemple, et pour illustrer ce qui vient de précéder concernant l’étude de la stabilité, la réponse 
impulsionnelle de ce système est obtenue comme suit : 



1 



1/RC 



Transformée de l’entrée impulsionnelle : E(p)=1 

1 

Transformée de la sortie : S(p) = E(p) = 

1 + RCp 1 + RCp p + RC 

Ici, aucune décomposition n’est nécessaire puisque l’on sait d’après la table des transformées que 



la transformée de 1/p+a est e . Il vient donc directement la sortie dans le domaine temporel : 

1 t 
s( t ) = - e RC 

Soumis à une impulsion de tension en entrée, le système réagira en 
sortie par une tension qui reviendra exponentiellement vers zéro. 

On reconnaît bien sûr le pôle réel négatif -1/RC dans l’exponentielle. 




IV-6-2 Système mécanique {réducteur + transformation vis-écrou} 



NB : attention aux 
notations, il aurait été 




La vitesse de sortie v(t) et la vitesse angulaire d’entrée œ(t) sont liées par l’équation de 
proportionnalité : 

v(t) = |^-pas.co(t) 

^-2 

Cette équation différentielle d’ordre zéro se transforme dans le domaine de Laplace en : 

Z 1 

V(p) = — L pas.Q(p) (avec la notation usuelle des majuscules pour les transformées) 

~^-2 

En fait, il s’agit ici d’une simple traduction de la linéarité de la transformée de Laplace. 



La fonction de transfert du système est donc : H(p) = — — = — pas 

Q(p) Z 2 

Z, 

Cette fonction de transfert est la plus élémentaire qui soit, c’est un simple gain K = — L pas. 

Le système est stable. Le gain s’exprime en unité de longueur par unité d’angle, comme le pas de 
la liaison hélicoïdale. C’est aussi le rapport des dimensions de l’entrée sur la sortie. 



Dans le domaine de Laplace, ce système est alors décrit par : 



Q(p)- 





Zi 






-^-pas 

L 2 





V(P) 



Ce qui traduit une simple proportionnalité, aussi bien dans le domaine de Laplace que dans le 
domaine temporel. 
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IV-6-3 Système de présentation de tubes 



Rappel de la structure : 



Capteur 
optique de 
mesure de la 
hauteur des 
tubes 



Consigne 
manuelle de 
hauteur 



Transducteur 
de consigne de 
hauteur 
(potentiomètre 
manuel) 






Tension 
image de la 
mesure de la 
hauteur 



Comparateur - 
amplificateur 




Tension image 
de la consigne 
de hauteur 




Tension de 
commande du 
distributeur 

p 



Partie commande 



t 



Raccordement au 
réseau électrique 



Distributeur à 
commande 
électromagnétique 




■ Si on s’intéresse au sous-système vérin+bac, il a été montré (cf 
chapitre 2, paragraphe I) que son entrée étant le débit d’huile q(t) et 
sa sortie la hauteur des tubes y(t), celles-ci sont liées par l’équation 
différentielle : 
dy 1 

— (t) = — q(t) où S est la section utile du piston, 
dt S 

Sous les conditions de Heaviside, cette équation se transforme dans 
le domaine de Laplace en : 

pY(p) = ±Q(p) 

La fonction de transfert de ce sous-système est donc : H(p) = TiEl = JL 

Q(p) Sp 

On reconnaît une fonction de transfert particulière appelée intégrateur : 

• d’ordre 1 

• de gain K = 1/S dont la dimension est donc l’inverse d’une surface 

• de classe a = 1 puisque zéro est racine simple du dénominateur. 

Ce sous-système est donc le cas limite de l’instabilité. Cela se comprend assez bien, selon les 
deux points de vue de l’instabilité : 

• Soumis à une impulsion brève de débit, le piston remonte légèrement et demeure à ce nouvel 
emplacement : la réponse impulsionnelle ne revient pas vers sa valeur initiale. 

• Soumis à un débit constant, le piston se déplace à vitesse constante et ne s’arrête pas tant que 
le débit est maintenu : la position de sortie est donc une grandeur indéfiniment croissante, la 
réponse à un échelon ne tend pas vers une valeur finie. 

Attention, K = 1/S n’est donc pas le rapport de la valeur asymptotique de la sortie sur l’entrée 
lorsque celle-ci est constante, ce qui n’aurait aucun sens puisque dans ce cas la sortie ne converge 
pas (cf. IV-5). 

On peut par ailleurs vérifier que la dimension de K = 1/S est bien le rapport de celle de la sortie sur 
celle de l’entrée, divisé par le temps, puisque la classe est 1 . 
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Dans le domaine de Laplace, ce sous-système est alors décrit par : 



Q(P) 




Yp) 



■ Le système complet, quant à lui, dont l’entrée est la consigne de hauteur y c (t) et la sortie la 
hauteur y(t), obéit à l’équation différentielle : 

]7^(t) + y(t) = yc(t) 

k dt 



où k est une constante positive qui dépend des caractéristiques des différents composants 
(distributeur, capteur, amplificateur, section S du piston). 

Sous les conditions de Heaviside, cette équation se transforme dans le domaine de Laplace en : 



j~pY(p) + Y(p) = Y c (p) 

1 

ou encore (-p + 1)Y(p) = Y c (p) 



La fonction de transfert du système complet est donc : H(p) = 



Y(P) 

Y C (P) 



1 



1 + 



P 

k 



On reconnaît une fonction de transfert : 

• d’ordre 1 

• de gain K = 1 (sans dimension) 

• de classe a = 0. 

L’unique pôle est - k, nombre réel négatif qui assure la stabilité du système. Le gain de valeur 1 
prédit alors que la hauteur des tubes tendra asymptotiquement vers la valeur de consigne donnée 
en échelon. 



Par ailleurs la réponse du système à une consigne impulsionnelle 
peut se déterminer, comme précédemment pour le filtre RC, par 
transformation de Laplace inverse de la fonction de transfert. Soit 
directement : 

y(t) = ke _kt 




Soumis à une impulsion de consigne, le système s’éloignera brièvement de sa position pour y 
revenir, d’autant plus rapidement que la constante k sera grande. 



Dans le domaine de Laplace, le système est alors décrit par : 



Yc(p)- 





1 




1 ► 


1 + ^ 


W 




k 





-> Y(p) 



■ S’agissant d’un système asservi, on peut s’intéresser à sa précision statique, par exemple en 
calculant son erreur statique de position et son erreur statique de traînage à l’aide du théorème de 
la valeur finale. 



D’une manière générale, l’erreur statique est : 

E s = lim[y c (t)-y(t)]= lim p[Y c (p)- Y(p)] = lim p[Y c (p)- H(p)Y c (p)] = lim pY c (p)[1- H(p)] 

t-*» p^O p^O p^O 

1 P 

soit finalement : E s = lim pY c (p)[1 ]= lim pY c (p) 

p~*o 1 + P p -0 k + p 

k 

• L’erreur statique est qualifiée d’erreur statique de position lorsque y c (t) est une entrée en 
échelon y 0 . Alors, dans le domaine de Laplace cette entrée est : 
w Yo 
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D’où l’erreur : E s = lim p— ^ = lim y 0 ^ = 0 

p^o p k + p p^o k + p 

L’erreur statique de position est nulle, quelle que soit la y 
valeur y 0 de l’échelon. Le système, soumis à un échelon, 
est précis. 

Cela signifie que la position des tubes tendra 
asymptotiquement vers la valeur de consigne. Ce résultat 
était prévisible puisque le gain du système est 1 . 

• L’erreur statique est qualifiée d’erreur statique de traînage lorsque y c (t) est une entrée en 
rampe y c (t) = at . Alors dans le domaine de Laplace cette entrée est : 

Y C (P) = “y 
P 

'ii _ a p .. a a 

D ou I erreur : E s = lim p — = lim = — 

p^o p 2 k + p p^ok + p k 

L’erreur statique de traînage est non nulle, quelle que soit 
la pente a de la rampe. Le système, soumis à une rampe, 
est imprécis. 

Cela signifie qu’en régime permanent, la position des 
tubes sera à une distance a/k sous la distance 
commandée, si celle-ci est commandée en rampe. 





On appréciera l’intérêt de la notion de fonction de transfert et de la transformation de Laplace 
permettant, ici à l’aide du théorème de la valeur finale, d’avoir accès au comportement 
asymptotique du système, sans avoir à résoudre l’équation différentielle. 



L’usage du théorème de la valeur finale dans les deux calculs de limites ci-dessus exige la 
vérification de l’existence des limites calculées. Ceci se fait en utilisant la dernière mise au point ci- 
dessous concernant ce théorème. 



IV-7 Pôles d’une fonction et théorème de la valeur finale 



On rappelle que si lim pF(p) est finie, alors lim pF(p) = lim f(t) si cette limite est convergente. 

P^O P^O t^oo 

La vérification de la convergence de la limite, peut se faire en utilisant les propriétés de la stabilité 
établies précédemment : 

lim f(t) est convergente si pF(p) une fonction de transfert stable, c’est-à-dire ne possède que des 

00 

pôles à partie réelle strictement négative. 



C’est bien le cas dans l’exemple précédent pour les fonctions : 

P 

k + p 
a 

k + p 

dont l’unique pôle commun est le réel - k, ce qui assure respectivement la convergence de l’erreur 
statique de position et de l’erreur statique de traînage. 

Revoir le paragraphe II 1-5 si nécessaire. 





IV Fonction de transfert d'un système linéaire invariant 
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IV-8 Critère de Routh simplifié 



IV-8-1 Finalité 

Soit un système ayant pour fonction de transfert H(p) = +l3 iP + --- +l3 mP = j^KP) 

a 0 + a^p + ... +a n p n D (P) 

Les considérations qui précèdent ont mis en évidence toute l’importance des pôles de cette 
fonction de transfert (les racines de D(p)) qui en caractérisent la stabilité. En effet, celle-ci est 
garantie si et seulement si les pôles sont tous à partie réelle strictement négative. 

Le critère de Routh, qui ne sera pas démontré ici, mais seulement énoncé et ce, dans une version 
simplifiée, permet de conclure à l’existence ou non d’au moins une racine à partie réelle positive 
d’un polynôme à coefficients réels d’ordre quelconque, sans avoir à déterminer ses racines. 

IV-8-2 Énoncé 

Soit un polynôme D(p) = a n p n + a^p 11-1 +....+ a 0 

(Attention pour l’écriture du critère de Routh, il est recommandé d’écrire le polynôme par 
puissances décroissantes, contrairement aux habitudes concernant les fonctions de transfert). 

1°) Si certains a-, sont nuis ou de signes différents, alors D(p) a au moins une racine à partie 
réelle positive. Donc le système dont D(p) est le polynôme caractéristique n’est pas stable. 

2°) Sinon (si tous les a\ sont non nuis et de même signe), on choisit tous les a\ positifs, 
éventuellement donc en inversant tous les signes, et on construit alors le tableau suivant : 



p" 


a n 


3n-2 


3(1-4 




a 2 


a 0 


P"-' 


Sn-I 


3(1-3 


3n-5 




ai 




p "- 2 


Ai 


a 2 


a 3 








P 11 - 1 


Bi 


b 2 






































p u 















T 



Colonne dite « des pivots » 



I Lignes de coefficients complétées à partir du 
[ polynôme étudié. 

^ Lignes de coefficients à calculer selon les déterminants 



1 


a n 


a n-2 


A, - _L 


a n 


a n-4 


a n-1 


a n-1 


a n-3 


A 2 -- 

a n-1 


a n-1 


a n-5 



etc. 



a n-1 


a n-3 


b 2 — 


a n-1 


a n-5 


Ai 


a 2 


2 A, 


Ai 


A 3 



etc. 



Les cases vides sont remplies par des zéros. 

La première colonne est inutile, elle est seulement là pour garder en mémoire que si le polynôme 
est de degré n, le tableau doit contenir n+1 lignes. 

Alors, toutes les racines sont à partie réelle strictement négative, si et seulement si tous les termes 
de la colonne des pivots sont strictement positifs. Ce qui caractérise un système stable. 

Donc en pratique, dès que l’on rencontre un pivot nul ou négatif, il est inutile de poursuivre le 
calcul : le système dont D(p) est le polynôme caractéristique n’est pas stable. Ceci permet de 
supposer tous les pivots Ai, Bi, etc, non nuis dans les calculs des différentes formules ci-dessus, 
puisque, dès que l’un des pivots est nul, les calculs s’arrêtent et l’on conclut à l’instabilité. 
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■ Remarque 1 : Cet énoncé, suffisant compte tenu de la finalité fixée, n’est qu’un aspect simplifié 
du critère de Routh. Le critère de Routh complet fournit des méthodes qui permettent, par exemple, 
de connaître le nombre de racines déstabilisantes. Il suppose de remplir entièrement la colonne 
des pivots et donc un traitement particulier des éventuels pivots nuis, non exposé ici. 



■ Remarque 2 : Le tableau précédent a été construit dans l’hypothèse où n est pair, dans le cas 
où il est impair, les deux premières lignes du tableau deviennent les suivantes et le reste de la 
démarche est inchangé : 



p n 


a n 


a n -2 


a n -4 




a 3 


ai 


p"- 1 


a n -i 


an-3 


an-5 




a 2 


a 0 



IV-8-3 Exemples 



1 - Si H(p) = 



p 3 + 3p 2 + 1 



, il « manque » le terme en p : le système n’est pas stable . 



2 -Si H(p) = ■ 



K 



3 -Si H(p) = 



p 2 + 5p - 2 
K 



-, un des coefficients est négatif : le système n’est pas stable . 



p 3 + 6p 2 + 1 1 p + 6 



le dénominateur est un polynôme complet et tous les coefficients sont positifs : on ne peut pas 
conclure immédiatement, il faut construire le tableau : 





1 


11 


p 2 


6 


6 


P 


10 


0 


1 


6 





A< = - 4 



B 1 = — — 
1 10 



1 11 
6 6 
6 6 
10 0 



6-66 

6 

0-60 



10 



= 10 
= 6 



Les termes de la colonne des pivots sont tous strictement positifs, le système est stable . 

4 -si h(p) - 3 K 2 . 

p 4 + p 3 + 2p 2 + 3p + 1 

le dénominateur est un polynôme complet et tous les coefficients sont positifs : on ne peut pas 
conclure immédiatement, il faut construire le tableau : 



7~~ 


1 


2 


1 


p ô 


1 


3 




p 2 


-1 






P 








1 









Il n’est pas nécessaire de poursuivre la construction du tableau 
au delà de ce pivot négatif qui prouve que le système n’est pas 
stable. 



IV-8-4 Ordres un, deux et trois 

À partir du critère de Routh, il vient immédiatement que : 

• Un système du 1 er ordre (D(p) = a^p + ao) est stable si les deux coefficients sont de même signe. 

• Un système du 2 nd ordre (D(p) = a 2 P 2 + a-|P +a 0 ) est stable si les trois coefficients sont de même 
signe. 

• Un système du 3 eme ordre (D(p) = a 3 p 3 + a 2 p 2 + a^ + a 0 ) est stable si les trois coefficients sont 
de même signe et si a^a 2 > a 0 a 3 . 

Donc en pratique si on retient ces trois lignes et en particulier le cas du 3 eme ordre, ce n’est qu’à 
partir du 4 eme ordre que la construction du tableau sera utile. 





V Schéma bloc et fonction de transfert 



125 



V - SCHEMA BLOC ET FONCTION DE TRANSFERT 




Blocs en série 



La propriété fondamentale de la fonction de transfert est qu’elle permet de traduire, dans le 
domaine de Laplace, la fonction d’un système par une simple multiplication de l’entrée pour obtenir 
la sortie. 



Ainsi, le schéma bloc : 



E(P) 



H(p) 



■*S(p) 



permet d’écrire que S(p) = H(p) E(p). 



Alors deux blocs en série ont une fonction de transfert globale qui est le produit des deux fonctions 


de transfert : 








►S(p) =>H(p)-gBl-F(p)G(p) 

E(P) 


E(P) ► 


F(p) 


► 


G(p) 



V-2 Schéma bloc d’un système bouclé 



Soit le système bouclé ci-contre. 

• Au niveau du comparateur, la linéarité de la 
transformation de Laplace permet d’écrire que : 
e(p)= E(p) - r(p) 

• La définition de G(p) permet d’écrire que : 
r(p) = G(p)S(p) 

• La définition de F(p) permet d’écrire que : 

S(p)= F(p) e(p) 




Donc : S(p)= F(p) [E(p) - G(p)S(p)] 



Soit : S(p)[1 + F(p)G(p)] = F(p)E(p) ou encore : S(p) = , E(p) 

1 + F(p)G(p) 



Cette relation fondamentale permet de calculer la fonction de transfert d’un système bouclé à partir 
de la connaissance des fonctions de transfert de la chaîne directe F(p) et de la chaîne de retour 
G(p). Elle est appelée formule de Black : 



H(p) = 



F(P) 

1 + F(p)G(p) 



■ Système de présentation de tubes 

Celui-ci peut être décrit par le schéma bloc : 
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Chacune des fonctions de transfert est connue : 

• Le transducteur d’entrée est un simple gain A : 



Y c (p)- 



Uc(p) 



C’est un potentiomètre qui « transforme » une consigne manuelle de hauteur y c en une tension de 
consigne proportionnelle u c . 



• Le capteur de mesure est aussi un simple gain A : 




Um(p) 



C’est un capteur optique qui « transforme » la hauteur des tubes y en une tension de mesure 
proportionnelle u m - 



Afin de comparer des tensions comparables au niveau du comparateur, ces deux gains A (unité de 
tension / unité de longueur) sont égaux. 



• L’amplificateur est aussi un simple gain B (sans 
dimension) : 



• Le distributeur également est un simple gain CK : 



Uc(p)- Um(p) 
U(P) 




U(P) 

Q(p) 



Soumis à une tension de commande u, il laisse passer un débit q proportionnel à cette tension 
dans un rapport CK (unité de débit / unité de tension). 



• Seul le sous-système vérin+bac possède une fonction de transfert qui n’est pas un simple gain 
et qui a été précédemment élaborée (IV-6-3) : 



Q(p)- 



1 


1 




1 w 


Sp 


► 



-* Y(p) 



D’où le schéma bloc dans le domaine de Laplace : 




Y(P) 



Y(P) 



D’où le schéma bloc équivalent : 




Dans ce schéma, l’application de 
la formule de Black permet 
d’écrire que : 



Y(p) 

U C (P) 



BCK 
Sp 

, abck „ 

1 + 1 + - 



À 



Sp 



ABCK' 
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Soit pour finir : 



Yc(p) 





1 




s 


w 


1+ P 




abck h 



> 



Y(p) 



La fonction de transfert du système de présentation de tubes est donc : 
Y(P) 1 



H(p) = 



Y c (p) 



1 , ABCK 

si on pose k = — - — 



1 + ÀBCK P 1+ k 



On retrouve la fonction de transfert établie précédemment à partir de l’équation différentielle. Mais 
la manipulation des fonctions de transfert à partir du schéma bloc a dispensé cette fois de la 
recherche de cette équation différentielle. 

Il est par ailleurs intéressant de noter que le gain 1 de cette fonction de transfert, qui assure la 
précision en réponse à un échelon de consigne, provient de l’égalité des gains A du capteur et du 
transducteur d’entrée, comme l’a montré la dernière manipulation effectuée. Si ce n’était pas le cas, 
le comparateur ne comparerait pas des grandeurs comparables et le système se stabiliserait dans 
un état où les deux tensions comparées seraient identiques (écart en sortie du comparateur nul) 
mais sans que la sortie et l’entrée du système le soient. 



En fait la distributivité au niveau du comparateur permet de tracer le schéma bloc équivalent : 



Yc(p) 




Y(p) 



Ce schéma à retour unitaire est éloigné de la réalité, mais correspond en fait au besoin satisfait 
de comparer des longueurs. Chose difficile directement en pratique, d’où l’introduction d’un capteur 
et d’un transducteur. 



Dans ce schéma à retour unitaire, l’application de la formule de Black peut se faire de manière 
immédiate : 

ABCK 



H(p) = 



Sp 

ABCK 



1 + 



ABCK 1 



et on retrouve fort heureusement le même résultat. 



V-3 Manipulations usuelles de blocs 



L’exemple ci-dessus a montré l’intérêt de manipuler des blocs afin de : 

• traduire les blocs en série, 

• appliquer la formule de Black, 

• distribuer des blocs autour d’un comparateur. 

Ces manipulations permettent de tracer différents schémas blocs équivalents, permettant de 
calculer le plus simplement possible la fonction de transfert d’un système. Il existe quelques autres 
manipulations classiques. Toutes les manipulations usuelles sont rassemblées ci-après. 



Bien entendu on pourra rencontrer des schémas suffisamment compliqués pour qu’aucune de ces 
manipulations ne permette une écriture aisée de la fonction de transfert. Il faudra alors procéder 
par des calculs, conduits dans le même esprit que ceux utilisés précédemment pour démontrer la 
formule de Black. 
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V-3-1 Déplacements de base 



■ Déplacement d’un point de prélèvement (ou jonction) 



On vérifiera aisément que les deux descriptions ci- 
dessous sont équivalentes à la description ci-contre. 





■ Déplacement d’un comparateur 

De même, pour les deux descriptions ci-dessous 
et la description ci-contre. 





F(p)G(p) 



H(p)G(p) 




V-3-2 Schémas à boucles multiples 



■ Boucle interne 

Une telle structure ne 
pose pas de difficulté 
pour établir la fonction 
de transfert globale, 
puisqu’il suffit d’appli- 
quer la formule de 
Black à la boucle 
interne. 
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D’où une fonction de transfert 
globale : 



S(P) 

E(P) 



H(p)F(p)Q(p) 



1 + F(p)G(p) 



i + R(p) 



H(p)F(p)Q(p) 
1 + F(p)G(p) 




H(p)F(p)Q(p) 

1 + F(p)G(p) + R(p)H(p)F(p)Q(p) 



■ Boucles imbriquées 

Une méthode consiste à chercher un schéma équivalent à boucle interne. Il faut donc déplacer l’un 




Ou bien encore : 




Ces deux schémas sont équivalents au premier et permettent de calculer la fonction de transfert 
globale par calcul préalable de la fonction de transfert de la boucle interne. 



À partir de la première solution : 
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F(p)Q(p) H(p)F(p)Q(p) 

S(p) ^ 1 + F(p)Q(p)G(p) 1 + F(p)Q(p)G(p) H(p)F(p)Q(p) 

E(P) " 1 R(P) H , . F(p)Q(p) ' R( P )H(p)F(p) ' 1 + F(p)Q(p)G(p) + R(p)H(p)F(p) 
Q( P ) 1 + F(p)Q(p)G(p) 1 + F(p)Q(p)G(p) 

À partir de la seconde solution : 

H ,.' F(p) H(p)F(p)Q(p) 

S(P) _ _ 1 + F(p)G(p)Q(p) = 1 + F(p)G(p)Q(p) H(p)F(p)Q(p) 

E(P) " 1 + Rtn^Htot F (P) U R(P)H(p)F(p) _ 1 + F(p)G(p)Q(p) + R(p)H(p)F(p) 

lP; i + F(p)G(p)Q(p) 1 + F(p)G(p)Q(p) 



Ces résultats sont identiques, bien entendu. 

Une autre méthode, toujours possible, consiste en un calcul direct à partir du schéma de départ : 




Les écarts s’écrivent : 
ei(P) = E(p)-^S(p) 

Q(p) 

£ 2 (p)= H(p)ei(p)-G(p)S(p) 



Alors S(p) = F(p)Q(p)e 2 (p) = F(p)Q(p) 



H(p)[E(p) - ^PAs(p)] - G(p)S(p) 



Q(p) 



R(p), 



S(p) = F(p)Q(p)H(p)E(p)-F(p)Q(p)H(p)-^S(p)-F(p)Q(p)G(p)S(p) 

Q(p) 



S(p)[1 + F(p)H(p)R(p) + F(p)Q(p)G(p)] = F(p)Q(p)H(p)E(p) 



D’où la fonction de transfert : 



,S(P) 



F(p)Q(p)H(p) 



E(p) 1 + F(p)H(p)R(p) + F(p)Q(p)G(p) 



Dans les structures compliquées aux boucles multiples et très imbriquées, rendant la manipulation 
des blocs très hasardeuse, un calcul direct de ce type sera le seul recours. 



V-3-3 Schémas à plusieurs entrées 



e 2 (p) 



Ce cas se rencontrera 
en particulier pour les 
systèmes asservis avec 
une perturbation. 

Ci-contre un exemple 
avec deux entrées. 
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Ce système à deux entrées ne possède, bien entendu, pas de fonction de transfert équivalente. En 
effet, une fonction de transfert ne se définit que pour des systèmes monovariables. L’objectif n’est 
donc pas ici, à l’instar des cas précédents, de rechercher une telle fonction de transfert qui n’existe 
pas, mais de rechercher l’écriture, dans le domaine de Laplace, de la sortie en fonction de chacune 
des entrées. 



Une solution de type « manipulation de blocs » consiste à utiliser la superposition des entrées 
issue de la linéarité des équations. 



Si l’entrée E 2 est nulle alors le schéma 
devient le schéma ci-contre et la sortie 
est : 



S(p) = 



H(p)F(p) 

1 + R( P )H(p)F(p) 



Ei(p) 



Si l'entrée Ei est nulle alors le schéma 
devient le schéma ci-contre et la sortie 
est : 



S(p) = 



F(p) 

1 + R( P )H(p)F(p) 



E 2 (p) 




Alors, par superposition, en présence des deux entrées, la sortie s’écrit : 



S(p) = 



H(p)F(p) 



1 + R( P )H(p)F(p) 



E-i(p) + 



F(p) 



1 + R( P )H(p)F(p) 



E 2 (p) 



Bien entendu un calcul direct est toujours possible : 
£ 1 (p) = E 1 (p)-R(p)S(p) 



e 2 (p)= H(p)e 1 (p) + E 2 (p) 

Alors S(p) = F(p)£ 2 (p) = F(p)[H(p) ei (p) + E 2 (p)] = FjpJHjpj^p) - R(p)S(p)] + F(p)E 2 (p) 
S(p) = F(p)H( p)E-| (p) - F(p)H(p)R(p)S(p) + F(p)E 2 (p) 



S(p)[1 + F(p)H(p)R(p)] = F(p)H(p)Ei(p) +F(p)E 2 (p) 



D’où : S(p) = 



F(p)H(p) 



1 + F(p)H(p)R(p) 



Ei(P) + 



F(p) 



1 + F(p)H(p)R(p) 



E 2 (p) 



■ Remarque concernant la stabilité 

Il est intéressant de vérifier que, en réponse à chacune des entrées, le système possède une 
fonction de transfert ayant le même dénominateur. Ces deux fonctions de transfert auront donc 
les mêmes pôles , donc les mêmes caractéristiques en termes de stabilité. Ce résultat n’est pas 
surprenant : la stabilité est une propriété intrinsèque du système. 



V-4 Causalité et validité des descriptions 



Certaines manipulations précédentes ont conduit des blocs de fonction de transfert H(p) sur un 
schéma introduire un bloc de fonction de transfert 1/H(p) dans un schéma équivalent. 



Or la causalité implique que dans une fonction de transfert de la forme H(p) = 



bp + b^ + ... + b m p m 
a 0 +a 1 p + ...+a n p n 
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on ait nécessairement n > m . 

Donc, hormis dans le cas particulier où les degrés du dénominateur et du numérateur sont égaux, 
par exemple dans le cas des gains, si H(p) est causale, 1/H(p) ne l’est pas. 

Il faut bien comprendre que cela ne nuit aucunement à la validité des développements qui viennent 
d’être conduits et à la manipulation des blocs. La causalité caractérise un système réel, et en 
particulier un système de commande, dans lequel la sortie est l’effet de l’entrée qui en est donc la 
cause, jamais l’inverse. 

Or, les manipulations proposées éloignent le schéma de la réalité. Les différents schémas 
équivalents qui peuvent être établis à partir d’un schéma de départ construit sur la structure du 
système réel, sont des schémas fictifs, n’ayant que globalement la même fonction de transfert. 
N’étant pas images de la structure réelle, ils sont valides, même s’ils contiennent des blocs non 
causaux. 



V-5 Représentation d’un système d’équations par un schéma bloc 



La transformée de Laplace, associée à la notion de fonction de transfert, permet également de 
représenter par un schéma bloc, non pas des structures de systèmes matériels, mais des systèmes 
d’équations différentielles. 



■ Filtre RC 



Reprenons ce système déjà modélisé. L’entrée du système est la tension u(t) aux bornes du circuit 
RC. La sortie est la tension v(t) aux bornes du condensateur. 



Le courant i(t) parcourant le circuit s’écrit : 

u(t)-v(t) 



R 



en considérant la résistance : i(t) = - 



u(t) 



k dv 






v(t) 



- en considérant le condensateur : i(t) = C — (t) 

dt v 

• Par égalisation, il vient la loi de comportement du système sous forme de l’équation différentielle : 

RC^(t) + v(t) = u(t). 
dt 



Cette équation différentielle se transforme, dans le domaine de Laplace et sous les conditions de 
Heaviside, en : 



RCpV(p) +v( P ) = u(p) 



D’où la fonction de transfert : 



. V(P) 



1 



U(p) 1 + RCp 
U(P) 



et donc le schéma bloc pour représenter le système : 





1 




► 


1 + RCp 





Cette démarche est celle qui a déjà été conduite. 



• Une autre démarche consiste à transformer chaque équation dans le domaine de Laplace sous 
les conditions de Heaviside et à lui associer un schéma bloc élémentaire : 



i ( t)=« 

R 



se transforme en 



i(p)= 



U(P)-V(P) 

R 



l[U(p)-V(p)] 

U(P) 




I(P) 



On peut lui associer le schéma bloc ci-contre, par 
introduction d’un comparateur fictif. 



V(p) 
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i(t) = C — (t) se transforme en l(p) = CpV(p) ou encore : 

* Kp) 

V(p) = — l(p) . On peut lui associer le schéma bloc ci-contre. 

Cp 

L’assemblage de ces deux schémas blocs élémentaires permet de construire le schéma suivant qui 
représente, dans le domaine de Laplace, le comportement du circuit RC. 




U(p) 





1 


kp) 


1 


— 


R 




Cp 




t 











-> V(p) 



Il doit être bien clair que ce schéma ne représente pas la structure matérielle du système qu’est 
le circuit RC. Ce système ne comporte ni boucle de retour ni comparateur ! Ce schéma est 
seulement une représentation graphique, qui traduit le système d’équations régissant le 
comportement du système. 



On peut vérifier, par la formule de Black, que ce schéma prévoit bien le comportement global : 

1 

V(p) RCp 1 

UtP)"^ 1 ~1 + Rcp 

RCp 

■ Fonctions de dérivation et d’intégration 

De la même manière, et assez classiquement, des opérateurs de dérivation (nécessairement fictive 
car non causale) et d’intégration temporelle pourront être, si nécessaire, introduits dans des 
schémas blocs. 



s(t) = — (t), se transforme sous les conditions de Heaviside en 
dt v 

S(p) = pE(p) et donc se représente par le schéma (non causal) : 

t 

s(t) = J e(x)dx , se représente selon la même logique par : 
o 



E(P) 

E(P) 




V-6 Exemple : asservissement de position par moteur à courant continu 
V-6-1 Représentation du moteur par un schéma bloc Voir chapitre 1, paragraphe 111-4. 



Un moteur à courant continu est commandé par 
une tension d’alimentation u(t). Il s’en suit, sous 
un couple résistant c r (t), une rotation à la vitesse 
œ(t) du rotor. Soit d’un point de vue fonctionnel, 
par exemple : 



u(t) 



c r (t) I 



Générer une 
vitesse de 
rotation 



A-0 



w(t) 



Tension d’alimentation u(t) 




Couple résistant c r (t) 



Moteur 
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Quatre équations régissent son fonctionnement (sous réserve d’hypothèses simplificatrices 
usuelles) : 

Cours d'électricité : le moteur à courant continu 



Cours de mécanique des solides 



Hl Fiche ressource "inertie équivalente" 




• L'équation électrique (loi d'Ohm dans le circuit 
d'induit), liant la tension d'alimentation u(t) à 
l'intensité du courant de commande i(t), 
s'obtient classiquement sachant que l'induit 
peut être modélisé comme une résistance R en 
série avec une inductance L et une force 
électromotrice e(t) : 

u(t)-e(t) = Ri(t) + L^(t) 
dt 

• L'équation mécanique s'obtient en appliquant le théorème de l'énergie cinétique à l’ensemble 
mécanique entraîné par le rotor tournant à la vitesse (pulsation) œ(t), soumis à un couple 
électromagnétique c m (t) et un couple résistant c r (t) : 

c m (t)-c r (t) = J^(t) 

où J est l'inertie de l’ensemble des parties mobiles, ramenée sur le rotor. 

• Les équations de couplage électromécanique s'écrivent : 

Cm(t) = K c i(t) 

e(t) = K v co(t) 

où K c et K v sont des constantes, appelées respectivement constante de couple et constante de 
vitesse. 



u(t) 



h^ŒSSHr-r 

Q e! " 



Sous les conditions de Heaviside, ces quatre équations se transforment dans le domaine de 
Laplace en : 

r U(p) -E(p)= R l(p) + Lp l(p) = (R + Lp) l(p) ou encore l(p) = — ! [U(p) - E(p)] 

R + Lp 

1 

C m (P)-C r (p) = Jp£2(p) ou encore Q(p) = — [C m (p)-C r (p)] 

J Jp 



C m (p) = K c l(p) 
t E(p) = K v Q(p) 

et cet ensemble d’équations peut se représenter par le schéma bloc : 




Attention : Tout comme plus haut pour le filtre RC, ce schéma ne correspond absolument pas à la 
structure matérielle du moteur à courant continu. Le moteur ne contient ni boucle de retour ni 
comparateur! Par exemple qualifier d’écart la grandeur [u(t) - e(t)] n’aurait aucun sens. C’est 
seulement une représentation graphique des équations. 
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Mais ce schéma fictif permet d’obtenir facilement, dans le domaine de Laplace, l’expression de la 
vitesse du rotor en fonction de la tension d’alimentation et du couple résistant : 



K c 

Q(P)- (R+ ,. L y P U(p)- 



1 + 



K V K C 



(R + Lp)Jp 
ou encore : Q(p) = — 



1 + - 



_JP 

K V K C 



■C r (p) 



(R + Lp)Jp 



„ RJ LJ 2 

1 + t^— p + — — 



U(p)- 



R+Lp 

KyK c 



K V K C 



K V K C 



. RJ LJ 2 

P + — — 



C r (p) 



K V K C 



K V K C 



Cette expression permettrait, par transformation de Laplace inverse, d’avoir l’évolution temporelle 
de la vitesse œ(t) en fonction de la tension d’alimentation u(t) et du couple résistant c r (t). 



Mais ce retour dans le domaine temporel ne sera pas toujours nécessaire. Comme le polynôme 
caractéristique commun aux deux fractions est du second ordre et à coefficients positifs, ce qui 
assure la stabilité (voir IV-8-4), on peut, par exemple, par utilisation du théorème de la valeur finale, 
déterminer la vitesse en régime permanent lorsque le moteur est commandé par une tension 
constante uo et subit un couple résistant constant c r o- 

La tension constante se traduit par un échelon, soit dans le domaine de Laplace : U(p) = — 

P 



De même pour le couple résistant : C r (p) = 

P 

1 R + Lp 

Alors: Q(p) Kv ^ 



K V K C 



c r0 



„ RJ LJ 2 P 

1 + „ p + p z 



K V K C 



K V K C 



. RJ LJ 2 P 

1 + .. p + p 



K V K C 



K V K C 



Et donc : lim oo(t) = lim pQ(p) = — u 0 ■ 

t >oo p— >0 K v 



K V K C 



c rO 



La vitesse en régime permanent a donc une valeur proportionnelle à la tension d’alimentation 
diminuée d’une grandeur proportionnelle au couple résistant. 



■ En l’absence de couple résistant 

Si le couple résistant y, , 
est nul, le schéma bloc 
se simplifie en : 




Et donc : Q(p) = 



„ RJ LJ 2 

1 — ~ P Tÿ 



U(p) 



K V K C 



K V K C 



N’ayant qu’une seule entrée, le moteur peut cette fois être représenté par une fonction de transfert 
et donc par un bloc unique : 

J_ 

M(p) = Q(P) - Kv 



U(P) 



U(P) 



. RJ LJ 2 
1+ 7^^P + T7-^P 



M(p) 



Q(p) 



K V K C 



K V K C 



Soumis à un échelon de tension uo , sa vitesse tendra asymptotiquement vers lim co(t) = — u 0 

t-»oo K„ 
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V-6-2 Asservissement de position sans couple résistant Voir chapitre 2, paragraphe 111-2. 

Un asservissement de position angulaire est obtenu à l’aide du moteur précédent, au rotor duquel 
est directement accouplé un système vis-écrou de transformation de mouvement. La consigne de 
position est fournie par un ordinateur de pilotage sous la forme d’une tension u c . La position 
angulaire du rotor est mesurée par un capteur potentiométrique de gain C. Un comparateur- 
amplificateur de gain A compare la différence des tensions u c de consigne et u m issue du capteur 
potentiométrique et amplifie l’écart afin de commander le moteur par une tension u = A(u c - u m )- 

Raccordement au 
réseau électrique 





On se propose d’écrire le schéma bloc dans le domaine de Laplace. Pour cela il faut traduire 
chacun des blocs ci-dessus. 



L’ordinateur élabore une tension de commande u c proportionnelle à la position à atteindre x c : 
u c (t) = K x c (t) K étant une constante à choisir par le concepteur. 

Soit, dans le domaine de Laplace : U c (p) = KX c (p). 

Le potentiomètre fournit une tension u m proportionnelle à la position angulaire du rotor 0 : 
u m (t) = C 0(t) . Soit, dans le domaine de Laplace : U m (p) = C @(p) . 

L’amplificateur a clairement un comportement traduit par U(p) = A[U c (p) - U m (p)] . 

Le système vis-écrou transforme l’angle de rotation 0 du rotor en le déplacement x de sortie par 
multiplication par le pas de la liaison hélicoïdale : x(t) = pas0(t) si à l’instant initial 0 et x ont des 
valeurs nulles (choix de l’origine). Soit, dans le domaine de Laplace : 

X(p) = pas0(p) 

Reste le moteur qui a été modélisé précédemment (avec ou sans couple résistant). Commandé 
selon la tension u issue de l’amplificateur, et compte tenu de la valeur de l’éventuel couple 
résistant, il génère une rotation de son rotor à une vitesse œ connue. 
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Cette vitesse et l’angle 0 mesuré par le capteur potentiométrique sont liés par une loi d’intégration, 
en effet : 

d0 1 

oo(t) = — (t) ou encore 0 = Joa(T)dx compte tenu de la condition initiale retenue. 

o 

Ce qui se traduit dans le domaine de Laplace par : 

0(P) = -1q(P) 

P 

et donc par l’introduction d’un bloc fictif représentant cette intégration dans le schéma. 



En conclusion, en l’absence de couple résistant on a : 

U(p) 



X c (p> 



K 



U c (p) + 



*■ M(p) 



_ H 

U m (p) 



Q(P) J 1 1 

y 



©(p) 



pas 



X(p) 



Ce qui permet de calculer la fonction de transfert globale de l’asservissement de position : 

AM(p)— ^ 

H(p) = m = K B^-pas- KpasAM(p) g 



Xc ^ 1 + CAM(p)— 1 vr/ 1 + 



avec M(p)= 



q(p) 

U(p) . RJ LJ 2 

1+ P+ P 

k v k c h k v k c p 



1 p + CAM(p) | p 
p CAM(p) 

J_ 

K,, 



Kpas 



(absence de couple résistant) 



Kpas 



Donc H(p) = 



, pK v RJ LJ 2l , K v RJ 2 LJ 3 

1 + 1 — M1 + p + p 1 + — ^-p + p + p 

CA L K V K C w K v K c k J CA W CAK c w CAK c k 



Soit un système : 

• d’ordre 3 

. Kpas 

• de 9»" — 

• de classe 0. 



Alors, sous réserve de stabilité (pour un polynôme de degré 3, même à coefficients positifs, ce 
n’est pas garanti, voir page suivante, remarque 1), la position de sortie convergera vers la position 
de consigne si le gain vaut 1. Ceci permet de régler la valeur du transducteur, au niveau du 
programme dans l’ordinateur, tel que : 



Kpas 



= 1 soit K = ■ 



pas 



Ceci fournit une autre façon de raisonner par rapport à ce qui a déjà été fait plusieurs reprises au 
chapitre 2, en particulier au paragraphe 1 11-2. Le raisonnement reposait alors sur la nécessité de 
comparer des grandeurs comparables au niveau du comparateur. 



Cela revient ici à dire que la tension de commande u c doit représenter la consigne de commande x c 
avec la même proportionnalité que celle avec laquelle la tension de mesure u m représente la 
position x. Ceci impose bien que C=Kpas, c’est-à-dire que le produit des gains à l’extérieur de la 
boucle doit être égal au gain de la boucle de retour. 



Soit, une fois ce réglage assuré : 
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■ Remarque 1 : stabilité 



Le critère de Routh (voir IV-8-4) établit qu’un polynôme du troisième ordre à coefficients réels 

2 3 

positifs ao + a^p + a 2 P + a 3 P possède des racines à parties réelles strictement négatives si et 
seulement si : 

• aucun des coefficients n’est nul, 



• a^a2 > ao a 3 ■ 

Cela impose ici que : 



LJ 



Kw RJ 



CA CAK r CAK r 



.. K v R 

soit — — > L ou encore 
CA 



A<^ 

CL 



Cette relation fournit, toutes les autres constantes étant en général fixées par ailleurs, la valeur 
limite du gain de l’amplificateur afin de ne pas déstabiliser le système. En pratique, il faudra 



choisir une valeur bien inférieure à cette valeur limite 
réponse : 





pour éviter de trop grandes oscillations de la 




Allures de réponses à un échelon pour diverses valeurs de A, 
croissantes jusqu’à la valeur limite générant l’instabilité. 
Voir V-7 et surtout chapitre 6. 



■ Remarque 2 : détail du moteur en l’absence de couple résistant 



Dans le schéma précédent, on peut détailler le fonctionnement du moteur au sein de 
l’asservissement selon : 




X(p) 



Une des difficultés de ce type de schéma est de distinguer les représentations structurelles réelles 
des représentations purement fictives. Ces dernières traduisent uniquement des équations, sans 
représenter des objets matériels, comme ici ce qui est interne au moteur ou encore le bloc en 1/p 
(en grisé ci-dessus). 

V-6-3 Asservissement de position avec couple résistant 

Si maintenant on tient compte du couple résistant, le schéma devient : 
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C r (p) 




Cette fois le système présente deux entrées et il est donc impossible de représenter l’ensemble 
des blocs traduisant le moteur par un seul. Le schéma bloc ci-dessus est donc le schéma de travail 
nécessaire. 



Il peut être intéressant, pour plus de clarté et 
compte tenu de la transformation de 
mouvement par système vis-écrou, d’exprimer 
le couple résistant c r en fonction de l’effort 
résistant f sur la sortie. Si les liaisons sont 
parfaites, ces deux grandeurs mécaniques sont 
liées par :c r (t) = pasf (t) . 

Cours de mécanique 

Soit, dans le domaine de LaplaceC r (p) = pas F(p), 
Et donc la modification suivante du schéma : 






X(p) 



À partir de ce schéma, on peut déterminer quel est le recul du mobile soumis à une certaine force 
fo. Pour cela, il faut considérer le système avec une consigne de position nulle, donc seulement 
soumis à l’effort extérieur. Le schéma devient alors : 
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X(p) 



Attention au signe dans la boucle de retour. 



Ce schéma n’a plus qu’une seule entrée. La position ne dépend que de la force. On peut le 
modifier ainsi : 




X(p) 



X(p) 



X(p) 
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Ce dernier schéma a l’avantage de présenter une structure avec une boucle interne, ce qui va 
permettre l’utilisation aisée de la formule de Black. Préalablement, on peut procéder à un dernier 
aménagement qui consiste à écrire les deux comparateurs avec les signes d’utilisation de cette 
formule, soit : 



F(P) 




X(p) 



La fonction de transfert de la boucle interne s’écrit : 
J_ R+Lp 

Jp 

1+ k v k c 



KyK c 

. RJ LJ 2 



(R + Lp)Jp K V K C K V K C 
NB : on retrouve la fonction de transfert qui transforme le couple résistant en la vitesse de rotation, 
établie en V-6-1 pour le moteur seul. 



D’où le schéma réduit : 



F(P) 



Où on lit aisément : 



R+Lp 

K V K C 



X( P ) 2 

— = -pas ■ 

F(p) 



„ RJ LJ 2 P 



« CAK c 
1 + - c 



R+Lp 

K V K C 



• = - pas 



R+Lp 

KyK c 



1 



M RJ LJ 2n CA 

[1+ ^ir p+ ïrïr p ]p+ ~ît 



R + Lp . RJ LJ 2 P 

1 + p + p 

K V K/ K v K c P 



X(p) 


R pas 2 


1 + s p 


F(p) 


ACK 0 


. Ky RJ 2 LJ 3 

CA P CAK c H CAK c P 



Soit un système : 
• d’ordre 3 



de gain - 



R pas 



ACK r 



de classe 0. 




X(p) 
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Le dénominateur de cette fonction de transfert est le même que celui de la fonction H(p) 
déterminée en V-6-2, liant le déplacement à la consigne en l’absence de couple résistant. La 
condition de stabilité est donc la même : 

K R 

A < — Voir remarque 1 plus haut. 



Alors, soumis à un effort résistant constant fo, le système va se déplacer (reculer puisque le signe 
est négatif) de : 



Xqo = 



R pas 2 
ACK n 



Ceci s’obtient directement par définition du gain - 



R pas 
ACK r 



Une autre méthode consiste à utiliser le théorème de la valeur finale. 

Dans le domaine de Laplace, le système subissant F(p) = — , la sortie se déplace de : 

P 



X(P) = 



R pas 2 



1+ ^ p 



ACK c 1+ K V 



P + 

CA K CAK, 



RJ 2 
P + 



LJ 



CAK f 



n 3 P 
P c 



P 

qui tend asymptotiquement vers : = lim x(t) = lim pX(p) = f 0 

t^oo p^o ACK c 

Il est intéressant de noter que ce recul sera d’autant plus faible que : 

• le pas de la liaison hélicoïdale sera faible (moindre amplification mécanique), 

• la résistance de l’induit du moteur électrique sera faible (pertes par effet Joule minimales), 

• les différents gains A, C et K c seront grands. 



En particulier, on peut noter que A devra être le plus grand possible pour que le système supporte 
au mieux les efforts, mais que sa valeur maxi se trouve limitée par des considérations liées à la 
stabilité et à la limitation des oscillations. 



■ Remarque : validité du modèle 

Le modèle liant la force à vaincre au couple résistant a supposé les liaisons parfaites. En particulier 
pour la liaison hélicoïdale, cette hypothèse est peut-être forte. On peut même imaginer une liaison 
hélicoïdale irréversible entraînant, malgré l’effort à vaincre, une absence de couple résistant et 
donc une capacité du système à supporter un effort important sans reculer. Mais à l’inverse, une 
telle liaison, fortement imparfaite, est grande consommatrice d’énergie lorsque l’on commande un 
déplacement. En général, donc, dans les réalisations industrielles modernes de ce type de 
transformation de mouvement, on utilise des liaisons hélicoïdales à billes, possédant un bon 
rendement énergétique, mais dont le caractère alors réversible entraîne l’inconvénient qui vient 
d’être mis en évidence. 

V-6-4 Bilan 



Dans le domaine de Laplace, il a été établi : 



au paragraphe V-6-2, qu’en l’absence d’effort résistant à vaincre (couple résistant nul), soumis 
à une consigne X c (p), le système génère un déplacement : 

X (P) ^ ÏTT — Xc(p) 



. K v 

1 H P + 

CA K CAK, 



RJ 2 
P + 



LJ 3 
P 3 



CAK 



x c X C 

(ceci nécessitant le réglage correct du transducteur de consigne) 



au paragraphe V-6-3, qu’avec une consigne de déplacement nulle, soumis à un effort résistant 
F(p), le système génère un déplacement : 
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X(p) = 



R pas 



1+ è p 



ACK c „K V RJ 2 LJ 3 
CA P CAK r P CAK r P 



F(P) 



Finalement, par superposition, dans le cas général du système devant obéir à une consigne de 
déplacement X c (p) tout en vainquant un effort F, le déplacement sera donné par : 



X(p) = - 



. K v 
1 + — ^-p + 



RJ 2 LJ 3 



X C (P)- 



Rpas^ 



1 + ^ P 



CA r CAK f 



P + 



ACK n 



CAK r 



, K v 

1 + — ^-p + 



RJ 2 LJ 3 



F(P) 



CA r CAK, 



P + 



CAK r 



K R 

Avec une condition de stabilité issue du dénominateur commun des deux fractions : A < - v 



CL 




X(p) 



Et alors, si la consigne est par exemple un échelon x c et si la force à vaincre est constante fo, le 
déplacement évoluera vers une valeur asymptotique qui est : 



R pas . 

Xoo = Xp 11 f n 

c ACK c 0 



Donc le système n’atteindra pas exactement la position attendue. 



Face à cet inconvénient, l’automatique possède des réponses. Nous verrons en particulier que si, à 
la place de l’amplificateur de gain A, on choisit un correcteur plus élaboré, par exemple un 
correcteur proportionnel intégral, il est possible d’annuler l’effet de l’effort résistant constant. 



V-7 Logiciels de calcul 



Les calculs qui viennent d’être conduits peuvent être vite assez lourds. De plus, ci-dessus, ils ont 
été limités au domaine de Laplace, le retour dans le domaine temporel n’ayant été abordé qu’en ce 
qui concerne le comportement aux temps longs, par le théorème de la valeur finale. 



La connaissance explicite des lois temporelles nécessite la transformation inverse, par 
décomposition en éléments simples des fractions rationnelles et identification dans la table, ce qui 
peut-être très fastidieux ! 
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En pratique, l’ingénieur dispose de logiciels qui travaillent directement à partir de schémas blocs 
établis dans le domaine de Laplace, à l’aide d’une interface graphique. Ces logiciels donnent alors 
accès au comportement temporel des sorties pour des sollicitations des entrées variées. On 
mesure alors l’importance de l’outil schéma bloc qui possède un caractère universel. 



Pour illustrer le propos, voici un schéma bloc et quelques réponses obtenues à l’aide d’un tel 
logiciel pour l’asservissement de position précédent soumis à un effort résistant de 100 N, et ceci 
pour diverses valeurs du gain A de l’amplificateur : 





c 

Gain 



On observe ci-contre qu’une augmen- 
tation « raisonnable » du gain A du 
correcteur se traduit par : 

une augmentation de la précision, 
une augmentation de la rapidité, 
l’apparition d’oscillations de plus en 
plus importantes. 

Si on augmente « déraisonnablement » le 
gain A, on atteint un seuil critique où la 
réponse oscille indéfiniment (cas instable 
limite). Puis, pour une valeur supérieure, 
on observe un comportement divergent 
(instabilité). Ceci est illustré par les deux 
réponses qui suivent. 



Moteur : 

. R = 4,44 Q 

• L = 5 1 0" 3 H 

• K v = 0,58 V/rad.s 1 

• K c = 0,58 Nm/A 



Chaîne cinématique : 

• J = 10" 3 kg.m 2 

• pas = 5 mm/tr 

= 7,96 10 -4 m/rad 





pas 






Gain 



0.24 0.27 0.3 

Temps (s) 



Capteur de position : 
• C = 10 V/m 



0 . 597 $ 



0.1196 



XO 

1 196 

1.076 

1 

0.9565 

0.8369 

0.7174 



Réponses indicielles 
pour trois valeurs de A. 




Attention : l’échelle de ces deux tracés a 
été réduite par rapport à celle des premiers. 



’ 



1.24 0 ; 7 n 



Temps (s) 
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VI - CAS D’UN SYSTEME ASSERVI : FONCTIONS DE TRANSFERT 
EN BOUCLE OUVERTE ET EN BOUCLE FERMÉE 



VI-1 Rappel de la définition d’un système asservi 



Voir chapitre 2. 



Un système asservi est un système bouclé possédant un apport énergétique dans la boucle. Sa 
fonction est de commander une grandeur de sortie à partir d’une consigne, qui n’apporte pas 
l’énergie. Il contient un comparateur qui élabore la différence entre une grandeur image de la sortie 
(ou plus rarement la sortie elle-même) et une grandeur image de l’entrée (idem). Cette différence 
est appelée écart et constitue l’entrée de la chaîne directe. 



La structure usuelle d’un système asservi est donc la suivante : 



Apport 

énergétique 




Le correcteur élabore la commande à partir de l’écart. Le correcteur le plus élémentaire est un 
simple gain. Cette commande permet au préactionneur de fournir l’énergie à la partie opérative. En 
général cet apport énergétique n’est pas représenté sur un schéma bloc, mais implicite. La partie 
opérative élabore la grandeur commandée. 

Bien entendu il s’agit là de la structure type, différenciant les entités fonctionnelles. Matériellement 
le préactionneur et le correcteur peuvent ne former qu’un seul objet, la partie opérative peut 
comporter des boucles internes, il peut y avoir des blocs fonctionnels supplémentaires en dehors 
de la boucle, etc. 

Par exemple, l’asservissement de position précédemment étudié est un système asservi : 



Consigne de 
déplacement 

► 




L’amplificateur joue à la fois le rôle de correcteur et de préactionneur, la partie opérative est 
constituée du moteur à courant continu (l’actionneur) et du système vis-écrou (ensemble 
transmetteur et effecteur). La chaîne de retour n’est pas prise sur la grandeur commandée 
(déplacement) mais sur une grandeur intermédiaire (position angulaire du rotor). 

Formellement, et après réduction d’éventuelles boucles internes, un système asservi pourra donc 
être décrit par un schéma du type : 
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Xc(p) 




* X(P) 



VI -2 FTBO et FTBF 



Dans le cas des systèmes asservis, et uniquement dans ce cas, on définit deux fonctions de 
transfert particulières qui sont : 

• la fonction de transfert en boucle ouverte ou FTBO(p), appelée aussi fonction de boucle, 

• la fonction de transfert en boucle fermée ou FTBF(p). 



Avec les notations de la figure ci-dessus : 



■ La fonction de transfert en boucle ouverte est, par définition : 
FTBO(p) = D(p)R(p) 

On l’appelle ainsi car c’est la fonction de transfert obtenue quand 
on parcourt toute la boucle, celle-ci étant ouverte juste avant le 
comparateur : 
r(P) 



e(p) 



r(p) 



D(P) 



R(P) 



FTBO(p) = -^- L , la boucle étant ouverte. 
e(p) 

■ La fonction de transfert en boucle fermée est la fonction de transfert globale du système : 
X(p) 



FTBF(p) = 



x c (P) 



Remarque : 



Peut-être paradoxalement à premier abord, nous verrons (cf. plus loin le paragraphe VII et surtout 
chapitre 6) que l’essentiel des caractéristiques d’un système asservi découle de sa FTBO. 
Finalement on peut alors souvent se dispenser de l’étude complète de la FTBF. Ceci explique peut- 
être que contrairement à la FTBO, unanimement définie comme il vient d’être fait, la FTBF a une 
définition moins arrêtée et se trouvera également parfois définie par : 

S(P) 



FTBF(p) = 



E(P) 



L’essentiel est de bien comprendre ce qui est utile compte tenu de la manière dont se présente 
l’étude. 



Exemple : 

Le système d’asservissement de position cité ci-dessus a pour schéma bloc (voir V-6-2) : 



X C (P) 




Donc : 

FTBO(p) = AM(p) — C 
P 

y/ \ AM(P)1 

FTBF(p) = - = K £_ 

X c (p) 1 + FTBO(p) 



pas 
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■ Attention : Si un système représenté par un schéma bloc bouclé n’est pas un système asservi, 
ces deux définitions n’ont aucun sens. Par exemple, si on détaille le bloc M(p) représentant le 
moteur de l’exemple précédent, on a vu que l’on pouvait le représenter par : 




Mais ce n’est pas pour autant un système 
asservi ! La structure électrique rappelée 
ci-contre en atteste : aucun comparateur 
ne vient comparer u(t) et e(t). Cela a déjà 
été souligné : le schéma bloc bouclé est 
uniquement une représentation graphique 
des équations qui régissent le 
fonctionnement du moteur. 




De plus, on peut remarquer que l’apport énergétique se fait par l’entrée (la tension u) et non pas 
dans la boucle, comme cela se fait dans les systèmes asservis. 

Donc on ne définira pas de FTBO ni de FTBF sur ce schéma, de même que l’on ne parlera pas 
d’écart. 



On peut faire la même mise en garde pour le circuit RC dont on a vu qu’il pouvait formellement se 
représenter par un schéma bouclé sans être pour autant un système asservi : 




VI-3 



Retour unitaire 



Un système asservi est dit à retour unitaire 
si son schéma bloc est du type ci-contre, 
c’est-à-dire que la grandeur commandée est 
directement comparée à la grandeur de 
commande. 



Xc(p) 




D(P) 



*X(p) 



Alors la boucle ouverte est confondue avec la chaîne directe : 



FTBO(p) = D(p) 
FTBF(p) = FTB °(P> 



1 + FTBO(p) 



Par ailleurs l’écart et l’erreur sont alors la même grandeur puisque e(p) = X c (p) - X(p) 



Les systèmes asservis réellement à retour unitaire sont très rares, car en général il n’est pas aisé 
de comparer des grandeurs autres qu’électriques. Ainsi, la boucle de retour contient-elle 
généralement un capteur. 
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Mais alors, très généralement, afin de comparer des grandeurs comparables au niveau du 
comparateur, il y a des adaptations de fonctions de transfert qui permettent de décrire le système 
asservi comme avec un retour unitaire. Usuellement on dit qu’on l’a ramené à un retour unitaire. 
Reprenons par exemple le schéma général : 




Afin que E(p) et r(p) soient comparables et puisque X(p) et X c (p) le sont, on a nécessairement 
l’adaptation : F(p)G(p) = R(p). Ceci permet d’écrire le schéma sous la forme : 



Xc(p) 




Ou donc encore, sous la forme ramenée à retour unitaire : 



Xc(p) 



e (p) 



*> R(P) 



► D(p) 



X(P) 



VII - FONCTION DE TRANSFERT EN BOUCLE OUVERTE 
ET PRÉCISION D’UN SYSTÈME ASSERVI 



1 Précision d’un système asservi : erreur et écart 

Voir chapitre 2, V-4. 

La précision d’un système asservi se caractérise par l’erreur obtenue pour une consigne donnée. Il 
s’agit de la différence entre la consigne et la sortie. Elle est qualifiée de statique lorsqu’il s’agit de 
l’erreur en régime permanent, ce qui suppose son existence et donc la stabilité du système. 

Définir une erreur suppose que celle-ci ait un sens et impose deux conditions. La première, bien 
entendu, est que l’entrée et la sortie soient de même nature, pour que leur comparaison soit 
possible. Mais de plus, la notion d’erreur revêt un caractère subjectif qui attend, a priori, que celle-ci 
soit nulle. Aussi n’a-t-elle de sens que si l’entrée est effectivement une consigne, au sens de 
valeur attendue pour la sortie, ce qui constitue une seconde condition. À titre de contre-exemple, 
un amplificateur possède bien une entrée et une sortie de même nature, mais il n’est pas attendu 
que la sortie atteigne le même niveau que la sortie, au contraire : parler d’erreur en les comparant 
n’aurait alors aucun sens. 

Ainsi, si on exclut les cas où le système inclut une amplification ou une réduction, il existe toujours 
des adaptations à la boucle de retour, telles que dans les schémas ci-dessus, afin que la 
comparaison ait un sens. Ceci permet de systématiquement pouvoir décrire les systèmes par des 
schémas à retour unitaire, ce qui donne toute sa généralité à une telle description et permet de 
confondre erreur et écart. 




En d’autres termes, si l’erreur a un sens le système peut être ramené à un retour unitaire et 
l’erreur se confond alors avec l’écart calculé sur ce schéma. 
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Si l’erreur n’a pas de sens, un écart peut toujours être calculé mais il ne correspond pas à une 
erreur. Cela se rencontre dans les systèmes avec amplification ou réduction, mais aussi, par 
exemple, dans les éventuelles boucles internes à un asservissement. 

Les développements qui suivent vont montrer que cet écart se détermine aisément à partir de la 
simple connaissance de la FTBO. 



VII-2 Calcul de l’écart à partir de la FTBO 

D’une manière générale, que le système soit 
à retour unitaire ou pas, si on s’intéresse à la 
boucle ci-contre, l’écart se calcule par : 

e(P)= E(p)-r(p)= E(p) - R(p)S(p) 

or S(p) ^ E(p) , 

1 + FTBO(p) yW> 

d’où e(p) = E(p)-R(p) 




D(P) 



ou encore s(p) = 



1 + FTBO(p) 
E(P) 



E(P) = [1- 



FTBO(p) 

1 + FTBP(p) 



]E(p) 



1 + FTBO(p) 



Ce résultat est très important. Il permet par exemple de calculer aisément l’écart statique relatif de 
position : il suffit pour cela de considérer une entrée en échelon unitaire et d’utiliser le théorème de 
la valeur finale, la définition de l’écart statique de position imposant que le système soit stable, soit : 

E(p) = 1 / p et 8 q0 / = lim p = lim 

P s/o p -o H 1 + FTBO(p) p^o 1 + FTBO(p) 



de même pour l’écart statique de traînage pour une pente unitaire 



E(p) =1/p et 8 v o /o = lim 



1/p 



p^o 1 + FTBO(p) 



Etc. 



■ Remarque : Il faut bien comprendre que dans la relation précédente, le numérateur E(p) est 
l’entrée effective de la boucle : 

J 

e(p) = - 



E(P) 



1 + FTBO(p) 



Ainsi, sur les schémas suivants, bien qu’ils soient globalement équivalents, les écarts ne sont pas 
les mêmes : 




Xc(p)- 



MP) 



R(p) 



-> D(p) 



X(p) 
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Le premier est : e^p) = 
Le second est : e 2 (p) = 



E(P) 

1 + D(p)R(p) 
X c (p) 

1 + D(p)R(p) 



F(p)X c (p) 

1 + D(p)R(p) 



Donc ces deux écarts sont liés par : 8 i(p) = F(p) 8 2 (p) . 



■ et l’erreur ? 

Par contre les erreurs sont bien entendu les mêmes. Ce qui se vérifie aisément ci-après : 

• avec le second schéma, à retour unitaire, l’erreur est égale à l’écart, donc directement 
X C (P) 



Er(p) = 



1 + D(p)R(p) 



E(P) 



• avec le premier schéma, on écrit que Er(p) = X c (p) - X(p) = — — - G(p)S(p) 



soit : Er(p) = -j- [E(p) - F(p)G(p)S(p)] = -j- [E(p) - R(p)S(p)] = 

F(P) F(p) F(p) 



sachant que 8 i(p) = 



F(p)X c (p) , . . _ , x ~ c 

— ° , on retrouve bien Er(p) = 



F(P) 

I 

X C (P) 



1 + D(p)R(p) 



1 + D(p)R(p) 



On retiendra donc bien ce qui a déjà été énoncé plus haut que l’erreur, si elle a un sens, est égale 
à l’écart uniquement si celui-ci est calculé sur le schéma à retour unitaire (ici le second schéma). 



VII-3 Influence de la classe de la FTBO sur l’écart 



VII-3-1 Écriture de l’écart en fonction du gain et de la classe en boucle ouverte 



La FTBO étant écrite sous forme canonique FTBO(p) = ^ B0 ^ 7 ^ 7 , avec n(0) = d(0) = 1, 



l'écart s’écrit : e(p) = 



E(p) 



E(p) 



p“Bo d(p) 



E(p) 



ï a BO 



1 + FTBO(p) 



K B o n (P) 



1 + 



p«bo +K bo M 

P«bo d(p) 60 d(p) 



où on rappelle que : 

Kbo est le gain de la boucle ouverte 
aBo est la classe de la boucle ouverte. 



VII-3-2 Écart statique (relatif) de position 



L’écart statique relatif 6e position (entrée en échelon unitaire E(p) = 1/p) s’écrit alors : 

1 /p .. p aB0 

e 0 / = lim p = lim — 

p^o 1 + FTBO(p) p-o p «bo + k bq 



• Si aBo = 0, 8 s o /o = 

• Si (XB0 > 0, 8 s o /o = 



1 + K 



BO 



0 + K 



- = 0 



BO 



Ainsi, un système asservi, sans perturbation, ayant au moins 
une intégration dans sa boucle (classe cxbo de la FTBO > 0) 
possède un écart statique de position nul. Dans le cas 
contraire, cet écart ne peut pas être nul, mais est d’autant 
plus faible que le gain de la boucle (Kbo) est grand. 



La situation avec perturbation sera envisagée plus loin (VII-3-4). 
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■ Conclusion en termes de précision 

Si on s’intéresse maintenant non plus à l’écart mais à l’erreur, on a vu que nécessairement dans ce 
cas le système est ou peut être ramené à un retour unitaire et que l’erreur est alors égale à l’écart 
calculé avec cette description. Aussi les conclusions tirées ci-dessus sont-elles valables en termes 
de précision. Ceci conduit à l’énoncé suivant : 



Un système asservi, sans perturbation, ayant au moins une intégration dans sa boucle est 
nécessairement précis. Dans le cas contraire, sa précision sera d’autant meilleure que le gain de la 
boucle sera grand. 



■ Exemple 1 : asservissement de vitesse par moteur à CC 

L’asservissement de vitesse d’un moteur à courant continu est réalisé de la manière suivante : 




La consigne de vitesse permet d’élaborer une tension de consigne qui est comparée à la tension 
image de la vitesse mesurée par le capteur. La différence de ces tensions est amplifiée par un 
correcteur proportionnel de gain K pour élaborer la tension d’alimentation du moteur dont la 
fonction de transfert est M(p). 

Afin que la comparaison ait un sens, il faut que l’adaptateur de consigne soit adapté au capteur de 
vitesse, soit A = C v . Aussi, le schéma peut-il être ramené à un schéma à retour unitaire : 



Soit : 


h c (p) 


p 


U 0 (p) +/^?\ , 


K 


U(p) 


M(p) 






C/ V 









Q(p) 



U m (p) 



ou encore : 



Q C (P) + 





c 


Cy 




K 




l\ 



U(P) 



*■ M(p) 



Q(p) 



La précision de l’asservissement de vitesse est donc caractérisée par l’écart statique établi sur ce 
schéma, qui obéit aux résultats précédents. 

• La fonction de transfert en boucle ouverte est FTBO(p) = C v .K.M(p) . 



Or (cf. V-6), M(p) = 



Q(P) 

U(P) 



K v 



1 + 



RJ LJ 2 
P + P 

k v k c h k v k c v 



d’où FTBO(p) = 



Cy K 

K v 



1 + 



RJ LJ 2 
P + P 

K V K C P K V K C 



(avec les notations usuelles rappelées au paragraphe V-6 concernant le moteur). 

Cette fonction de transfert étant de classe cxbo = 0 , on en conclut immédiatement que 
l’asservissement de vitesse proposé sera imprécis. 
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L’erreur statique relative de position de l’asservissement de vitesse sera alors : 

1 „ C V K 

£ s% = ~F~7~ü — ’ avec k bo = ' 



1 + K 



BO 



K, 



(O r 



Soit pour une consigne de vitesse en échelon co c , une erreur statique e s = - . 

1 + C V K / Ky 

Cette erreur sera d’autant plus faible que le gain K du correcteur proportionnel sera important. 



NB : le terme d’erreur statique de « position » peut gêner s’agissant d’une vitesse. Il s’agit 
néanmoins du terme usuel pour une consigne en échelon, quelle que soit la nature de cette 
consigne. 



• Ce résultat peut se retrouver par calcul de la FTBF, puis de l’erreur par différence asymptotique 
entre la vitesse obtenue et la consigne : 



FTBF(p) = 



C v .K.M(p) 

1+C v .K.M(p) 



k bo 

1 + K bo 

„ 1 r RJ LJ 2 1 

1 + K bo K V K C H k v k c pj 



de gain 



k bo 

i + k B0 ‘ 



La valeur finale de la vitesse est alors co™ = ■ 



K BO 



1 + K 



BO 



CyK/Ky 

1+CyK/Ky 



co c et on vérifie bien que : 



1 



(Ü C -(Ü 00 = [1- ] tO c = ■ 

' + ^BO 1 + ^BO 

La situation d’équilibre en régime permanent, peut donc être visualisée sur le schéma : 



Ü) r - CD oo = 



1+CyK/Vy 



(Dp 



Cv.K.M(p) 



(Dqo — (œ c Wqo ) 



C y K 



_ A 



CyK/Ky 
1+CyK/Ky C 



Revoir l’exercice IV du chapitre 2 concernant 
l’asservissement de vitesse du chariot MP22 à titre 
d’illustration si nécessaire. 




• L’existence d’une erreur statique peut se comprendre par l’absurde, car si celle-ci devenait nulle, 
la tension d’alimentation du moteur qui lui est proportionnelle (multipliée par CK) le serait 
également, ce qui conduirait à l’arrêt de celui-ci, incompatible avec une vitesse non nulle attendue. 
On retrouve ce type de comportement dans bien d’autres asservissements qui nécessitent un écart 
nul : asservissement d’intensité en génie électrique, asservissement de température en génie 
thermique, etc. 

■ Exemple 2 : asservissement de position par moteur à CC 

L’asservissement de position, quant à lui, est réalisé de la manière suivante : 



©c 
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La consigne angulaire permet d’élaborer une tension de consigne qui est comparée à la tension 
image de l’angle mesuré par le capteur. La différence de ces tensions est amplifiée par un 
correcteur proportionnel de gain K pour élaborer la tension d’alimentation du moteur dont la 
fonction de transfert est M(p)/p afin d’obtenir une sortie angulaire par intégration de la vitesse. 

Comme précédemment, afin que la comparaison ait un sens, il faut que l’adaptateur de consigne 
soit adapté au capteur de position, soit B = C p , ce qui permettrait une description à l’aide d’un 
retour unitaire et montre donc que l’erreur et l’écart, encore une fois, se confondent. On raisonnera 
donc encore en utilisant les résultats établis sur l’écart. 

• La fonction de transfert en boucle ouverte est FTBO(p) = C P .K. . 

P 

Cette fonction de transfert étant de classe cxbo = 1, on en conclut immédiatement que 
l’asservissement de position proposé sera précis, quelle que soit en particulier la valeur du gain de 
correction K. 

• Ce résultat peut se retrouver par calcul de la FTBF : 



Ce gain 1 montre bien que la position de consigne sera atteinte, sous réserve de stabilité. 

• En régime permanent la position angulaire est égale à la position de consigne, l’écart est donc 
nul et donc la tension d’alimentation du moteur également. Celui-ci est donc arrêté dans la position 
commandée. 

En d’autres termes, le bloc moteur M(p)/p possédant une intégration permet d’avoir une sortie 
non nulle et constante, avec une entrée nulle. C’est donc bien, comme annoncé, la présence 
d’une intégration dans la boucle qui assure la précision. 

On retrouve ce même type de comportement précis dans tous les asservissements qui peuvent 
fonctionner avec un écart nul, comme par exemple un asservissement de tension en génie 
électrique. 

VII-3-3 Écart statique (relatif) de traînage 
1 

Cette fois E(p) = — - : entrée en rampe de pente unitaire. L’écart statique s’écrit donc : 

P 




, dont le gain est égal à 1 . 





oo Ainsi, un système asservi, sans perturbation, nécessite 
au moins deux intégrations dans sa boucle (classe cxbo 
de la FTBO > 1) pour posséder un écart statique de 
traînage nul. Dans le cas contraire, cet écart peut être fini 
si la classe cxbo est égale à un, et alors d’autant plus 
faible que le gain de la boucle (Kbo) est grand. Il diverge 
dans le cas d’une classe cxbo nulle. 
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■ Tableau récapitulatif : 



Consigne 


Écart ( ] statique relatif 
de 


cxbo - 0 


CXBO - 1 


cxbo - 2 


Échelon unitaire 


position 


1 

£ S% ~~ A 1/ 

1 + ^BO 


O 

II 

Sp 

(/) 

CO 


CO 

g, 

II 

O 


Rampe unitaire 


traînage 


£y% = 00 


O 

T- Oû 

II 

sÇ 

> 

ÜJ 


CO 

< 

II 

O 



1 Ces écarts s’interprétant comme des erreurs relatives si le système peut être ramené à un retour unitaire. 



L’étude pourrait être poursuivie pour une entrée parabolique pour laquelle la précision impose trois 
intégrations dans la boucle, etc. 



■ Exemple : 

Le paragraphe IV-6-3, relatif à la 
précision du système de 
présentation de tubes dont la 
structure est rappelée ci-contre, 
peut être repris à la lumière de 
ces résultats généraux. 



Consigne 
manuelle de 
hauteur 



Transducteur 
de consigne de 
hauteur 
(potentiomètre 
manuel) 




Capteur 
optique de 
mesure de la 
hauteur des 
tubes 



Tension image 
de la consigne 
de hauteur 




Partie commande 



t 






Tension 
image de la 
mesure de la 
hauteur 



Comparateur - 
amplificateur 



Tension de 
commande du 
distributeur 



ÿ 



Raccordement au 
réseau électrique 



Distributeur à 
commande 
électromagnétique 



A 



à* 




FTBO(p) = = — , de classe 1 . 

Sp p 



Cette FTBO possédant une intégration (due au vérin hydraulique), le système est précis en 
réponse à un échelon, mais possède une erreur statique de traînage 1/k en réponse à une rampe 
unitaire, soit a/k en réponse à une rampe de pente a. 

Ces résultats avaient été établis au paragraphe IV-6-3 à partir de la FTBF, par calcul de l’erreur et 
utilisation du théorème de la valeur finale. 
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VII-3-4 Précision en réaction à une perturbation 

Si une seconde entrée intervient en perturbation au cœur de la boucle, le schéma devient, que le 
système soit à retour unitaire ou pas : p , * 




L’écart s(p) se détermine alors par superposition, en posant s(p) = e e (p) + £ p (p), où : 

• la contribution s e (p) de l’entrée E(p) s’obtient en posant P(p)=0, soit classiquement : 



e e (p) = : 



E(P) 



eVl '' 1 + FTBO(p) 
la contribution 8 p (p) de 



la 



perturbation P(p) à l’écart s’obtient 
en posant E(p) = 0, ce qui peut être 
rendu plus clair en modifiant le 
schéma comme ci-contre (en 
prenant garde aux signes). 

Soit e p (p) = -R(p)D 2 (p)e 2 (p) ■ 



Or e 2 (p) = 



P(P) 



1 + FTBO(p) 



classiquement. 



Ainsi: '- <P >-Ï7F§§S P(1,) - 



P(P) 




La contribution 8 e (p) de l’entrée à l’écart est celle sans perturbation. Elle obéit donc aux résultats 
établis aux paragraphes précédents. On s’intéressera donc ici uniquement au terme dû à la 
perturbation, soit l’écart : 

R(p)d 2 (p) 



Ep(P) 1 + FTBO(p) 



P(P) 



On pose, sous forme canonique, avec ni(0) = di (0) = n2(0) = d 2 (0) = 1 : 



Dl(p) = J^niM et R(p)D2(p) = J^^M, soitencore FTBO(p) - - "^(P) 



3 «i d.|(p) 



p«2 d 2 (p) ’ 



p«i+«2 d 1 d 2 (p) 



Ce qui permet d’écrire l’écart dû à la perturbation sous la forme : 
K 2 n 2 (p) 



e p (P) — ■ 



p«2 d 2 (p) 



K-|K 2 nin 2 (p) 



P(P)- 



a. 



1 + 



3 “i+« 2 d 1 d 2 (p) 



n «i+« 



n i(P) , 
M di(p) 



did 2 (p) 

K^ 2 n 1 n 2 (p) 



-P(P) 



Si la perturbation agit, par exemple, en échelon, l’écart statique relatif introduit est : 



_ai 



£ P s% = - lim P 
p-o 



— = - lim 



-«1 



-ot-i +a 2 



p ^ k[1+ p_ 

1 d,(p)‘ K,K 2 n,n 2 (p) 1 * K,K 2 



D’où les conclusions : 
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• Si cci — 0, £ps% — 



- lim 

p-0 




constante non nulle quelle que soit la valeur de 012 . 



Plus précisément : £ ps o /o = - - 



Ki[1 + 



- , si CC 2 0 et £ps% — iy > si cc 2 > 0. 

IX 1 + IA2 l\"| 



KX 



1 rx 2 



• Si ai > 0, 8 ps o /o =0 

Un échelon de perturbation ne provoque pas d’écart statique de position dans un système asservi 
s’il existe au moins une intégration (ai > 0) dans la partie de la boucle située avant son lieu 
d’action. 

P(P) 




Ces résultats s’interprètent également en termes d’erreur (et donc de précision) si le système peut 
être ramené à un retour unitaire, comme précédemment. 

De plus, un raisonnement analogue permettrait de montrer qu’une perturbation en rampe voit son 
effet annulé s’il existe au moins deux intégrations dans la partie de la boucle amont, etc. 

■ Exemple : asservissement de position par moteur à CC 

Sans perturbation, il a été établi que l’asservissement de position par moteur à courant continu et 
correcteur proportionnel est précis en réponse à un échelon. Ceci provient de la présence de 
l’intégrateur dans la boucle. Mais, en présence d’une perturbation provenant d’un couple résistant, 
cet intégrateur intervient après le lieu d’action de la perturbation. En effet, si le moteur est soumis à 
un couple résistant, l’écriture de ses équations permet de détailler le bloc M(p) comme ci-dessous 
(cf. VI-6-3 et avec les notations usuelles). L’intégrateur est donc en fin de boucle. 




Ainsi, l’asservissement de position, soumis à un couple résistant, sera imprécis : l’angle de 
consigne ne sera pas exactement atteint, le moteur reculant sous la charge. Revoir le paragraphe 
V-6-3 pour un développement complet. 















EXERCICES 




I - RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 



1-1 Présentation 



Ces quelques exercices rapides ont pour but de se familiariser, aussi bien avec la méthode de 
résolution « classique » des équations différentielles linéaires à coefficients constants, qu’avec la 
méthode utilisant la transformation de Laplace. 



[5J1 Fiche ressource "équations différentielles linéaires à coefficients constants" 

[jjl Fiche ressource "décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples" 



Pour chaque système, on donne : 

• l’équation donnant le comportement de la sortie y(t) en fonction de l’entrée x(t) : il s’agit d’une 
équation différentielle linéaire à coefficients constants ; 

• l’évolution de l’entrée ; 

• les conditions initiales imposées à la sortie. 



1-2 Travail demandé 



On demande pour chaque système : 

• sa fonction de transfert ; 

• l’évolution de la sortie dans les conditions données : 
1 ° - par la méthode classique ; 

2° - par la transformation de Laplace. 



Exercice 1 : 

Soit le système : X W 



Système 



*- y(t) 



2 

obéissant à l’équation différentielle : (t) + 5 — (t) + 6y(t) = 6x(t) 



dt 

1 ) Quelle est sa fonction de transfert ? 



dt 



2 ) 



L’entrée x(t) est un échelon unitaire : 
t<0 => x( t ) = 0 



t> 0 => x(t) = 1 

La sortie y(t) obéit aux conditions initiales de type Heaviside : 

J t < 0 => y(t) = 0 

1 f <°>-o 

NB : l’équation étant d’ordre deux il faut deux conditions initiales, 
l’une sur la sortie, l’autre sur sa dérivée première. 



x<,) * 

1 r 



t 



y(,) * 

Conditions initiales 
de Heaviside 




Quelle est l’évolution de la sortie y(t) à partir de t = 0 ? 
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Exercice 2 : 



Soit le système : x (t) 



Système 



y(t) 



2 

obéissant à l’équation différentielle : (t) + 5 — (t) + 6y(t) = 6x(t) 

dt 2 dt 



Ce système est donc le même que le précédent. 

1 ) Quelle est sa fonction de transfert ? 

2) L’entrée x(t) est un échelon unitaire : 
t<0 => x( t ) = 0 

t> 0 => x(t) = 1 

La sortie y(t) obéit cette fois aux conditions initiales : 
r t < 0 => y(t) = 2 

■. >>- 2 

Quelle est l’évolution de la sortie y(t) à partir de t = 0 ? 




t 



2 




1 -L 



Conditions initiales 
non nulles 



t 



Exercice 3 : 

Soit le système : x (t) 



Système 



*► y(t) 



d 2 y 

obéissant à l’équation différentielle : — j- (t) + 6y(t) = 6x(t) 

dt 2 

1 ) Quelle est sa fonction de transfert ? 



2) L’entrée x(t) est un échelon unitaire : 
t<0 => x( t ) = 0 

t> 0 => x(t) = 1 

La sortie y(t) obéit aux conditions initiales de Heaviside. 



Quelle est l’évolution de la sortie y(t) à partir de t = 0 ? 



Exercice 4 : 

Soit le système : x (t) 



Système 



y(t) 



O 

d y dy 

obéissant à l’équation différentielle : — 4- (t) + 3 — (t) = x(t) 



dt 

1 ) Quelle est sa fonction de transfert ? 



dt 



2) L’entrée x(t) est un échelon unitaire : 
t<0 => x( t ) = 0 
t> 0 => x(t) = 1 

La sortie y(t) obéit aux conditions initiales de Heaviside. 



x<,) * 

1 r 



t 



y<, >* 



Conditions initiales 
de Heaviside 




x<,) * 

1 r 



t 



y<, >* 

Conditions initiales 
de Heaviside 




Quelle est l’évolution de la sortie y(t) à partir de t = 0 ? 



t 
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1-3 Correction 



Exercice 1 : 

1 ) Détermination de la fonction de transfert 



2 

L’équation différentielle : (t) + 5 — (t) + 6y(t) = 6x(t) 

i+ 2 dt 



dr 



se transforme dans le domaine de Laplace et sous les conditions de Heaviside en : 

2 +5p 

Y(P) 



p 2 Y(p) + 5pY(p) + 6Y (p) = 6X(p) ou encore: [p 2 + 5p + 6]Y(p ) = 6X(p) 



D’où la fonction de transfert du système : H(p) = 



Ou encore, sous forme canonique : 



X (P) 6 + 5p + p 2 




(gain 1, ordre 2, classe 0) 



Important : on rappelle qu’une fonction de transfert se détermine toujours par transformation sous 
les conditions de Heaviside, c’est-à-dire toutes les conditions initiales étant nulles. 

Alors, d’après le théorème de la dérivation : 
dy 

la transformée de — (t) est pY(p) 
dt 

d 2 y 2 

la transformée de — ^-(t) est p Y(p) , 
dt 2 
etc. 

Sinon, hors conditions de Heaviside, on rappelle que les relations générales sont : 

dy 

pY(p)-y(0) pour la transformée de la dérivée première — (t), 

dt 

2 dy d 2 y 

p Y(p)-py(0) (0) pour la transformée de la dérivée seconde — ^-(t), 

dt 



dt 



etc. 



21) Recherche de v(t) par la méthode classique 

p 

d y dy 

Compte tenu de la sollicitation x(t) = 1 , l’équation à résoudre est — j- (t) + 5 — (t) + 6y(t) = 6 

dt 2 dt 

Son polynôme caractéristique est : P(r) = r 2 +5r + 6, dont le discriminant est : A = 25 - 24 = 1 . 

-5 ± 1 

Ses deux racines sont donc : r = soit -2 et -3. 

2 

(ces deux racines sont réelles négatives, ce qui garantit la stabilité du système) 

La solution générale de l’équation sans second membre est donc de la forme : 
y-i (t) = Ae -2t + Be” 3 ’ 

Par ailleurs, une solution particulière de l’équation avec second membre est clairement : 

y2(t) = i 



_2t _3t 

La solution générale de l’équation est donc de la forme : y(t) = 1 + Ae + Be 
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Ce qui permet de calculer ^ (t) = -2Ae 2t - 3Be 3t 



Les conditions initiales permettent donc d’écrire : 
+ A+B=0 



{- 



2 A- 3B = 0 



d’où on détermine les constantes 



:{b a : 



= -3 
2 



Donc, finalement, l’évolution de la sortie à 
partir de l’instant initial es t : 



y(t) = 1 - 3e _2t +2e“ 3t 




NB : le gain 1 de la fonction de transfert ^ °' 5 
stable assure que la sortie tend vers 
l’entrée. 

22) Recherche de v(t) par la transformation 
de Laplace 

Puisque les conditions initiales sont nulles (conditions de Heaviside), et comme cela a été rappelé 
plus haut : 

dy 

• la transformée de — (t) est pY(p), 

dt 

d 2 y 2 

• la transformée de — ^-(t) est p Y(p) . 

dt 2 

2 

Alors l’équation se transforme en : p Y(p) + 5pY(p) + 6Y (p) = 6X(p) 

6 



ou encore : Y(p) = ■ 



6 + 5p + p 2 



-X(p) 



On retrouve la définition de la fonction de transfert puisque l’on est effectivement sous les 
conditions de Heaviside. 



L’entrée étant un échelon unitaire, sa transformée est X(p) = — 

P 

La sortie est donc, dans le domaine de Laplace : Y(p) = - 



p(6 + 5p + p 2 



Il faut alors rechercher la transformée inverse de cette fonction. Pour cela la méthode consiste à la 
décomposer en éléments simples se trouvant dans la table des transformées inverses. 

2 

Le polynôme 6 + 5p+ p , qui n’est autre que le polynôme caractéristique de l’équation différentielle, 
possède les racines déjà déterminées -2 et -3. On écrira alors : 



Y(P) = 



P(P +2)(p + 3) 



AB C 

dont la décomposition en éléments simples est de la forme : Y(p) = — + + - 

La recherche des nombres A, B et C peut se faire en ramenant cette écriture au même 
dénominateur et en identifiant le numérateur à 6 : 



Y(P)- 



A(p + 2)(p + 3) + Bp(p + 3) + Cp(p + 2) ( A + B + C)p 2 + (5A + 3B + 2C)p + 6A 



p(p + 2)(p + 3) 



p(p + 2)(p + 3) 
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D’où le système d’équations : 
f6A = 6 



[A = 1 



5A + 3B + 2C = 0 qui a pour solution ^B=-3 



A+B+C=0 



LC = 2 



13 2 

Ainsi, la sortie dans le domaine de Laplace s’écrit : Y(p) + 

H p p + 2 p + 3 

Or, on sait que : 

1 

• la transformée inverse de — est 1 , 

P 

1 — at 

• la transformée inverse de est e . Revoir la table des transformées si nécessaire. 

p + a 



La transformée inverse de Y(p) est donc 



y(t) = 1 - 3e _2t +2e“ 3t 



comme attendu. 



Exercice 2 : 



1 ) Détermination de la fonction de transfert 

Le système est le même que précédemment, il en est donc de même pour la fonction de transfert 
qui est une caractéristique intrinsèque du système, indépendamment de sa sollicitation ou des 
conditions initiales. 



21) Recherche de v(t) par la méthode classique 



_2t 

De même, la solution générale de l’équation est inchangée : y(t) = 1 + Ae + Be 

et — (t) = -2Ae“ 2t - 3Be“ 3t 
dt 



En revanche, les conditions initiales étant différentes, on aura cette fois : 



J1+ A+B = 2 
L-2A-3B= 2 



d’où on détermine les constantes : 



{ 



A = 5 
B= -4 



Donc, finalement, l’évolution de la sortie à 
partir de l’instant initial es t : 



y(t) = 1 + 5e“ 2t - 4e~ 3t 



NB : le gain 1 de la fonction de transfert 
stable assure toujours que la sortie tend 
vers l’entrée. 



22) Recherche de v(t) par la transformation 
de Laplace 




Cette fois les conditions initiales ne sont pas nulles, il faut donc introduire ces conditions initiales 
dans les transformées des dérivées : 
dy 

• la transformée de — (t) est pY(p)-y(0)= pY(p)-2, 

dt 

• la transformée de ^r(t) est p 2 Y(p)- py(0)- — (0) = p 2 Y(p)-2p-2. 

dt 2 dt 



162 



3 • Fonctions de transfert 



Alors l’équation se transforme en : p 2 Y(p) - 2p -2 + 5pY(p) - 10 +6Y(p) = 6X(p) 
soit: [6 + 5p + p 2 ]Y(p) -2p - 12 = 6X(p) 



ou encore : Y(p) = 



6 

6 + 5p + p 2 



X(P) + 



12 + 2p 

6 + 5p + p 2 



Soit un terme qui dépend de l’entrée, défini à partir de la fonction de transfert, auquel s’ajoute, 
puisque l’on n’est pas sous les conditions de Heaviside, un terme supplémentaire qui traduit 
justement ces conditions initiales non nulles. 



L’entrée étant un échelon unitaire, sa transformée est X(p) = — 

P 



La sortie est donc, dans le domaine de Laplace : Y(p) = — 

p(6 + 5p + p 2 ) 



Soit: Y(p) = 



6 + 1 2p + 2p 2 

p(6 + 5p + p 2 ) 



6 +12p + 2p 2 

p(p + 2)(p + 3) 



12 + 2p 

6 + 5p + p 2 



qui se décompose en éléments simples sous la forme (calcul déjà effectué) : 
AB C ( A + B + C)p 2 + (5A + 3B + 2C)p + 6A 

_ P + P + 2 + p + 3 _ P(P +2)(p + 3) 



D’où le système d’équations : 

f6A = 6 f A = 1 

^5A + 3B + 2C = 12 qui a pour solution -< B=5 
La+B + C = 2 [c = -4 



Ainsi la sortie dans le domaine de Laplace s’écrit : Y(p) = 



Dont la transformée inverse est 



y(t) = 1 + 5e“ 2t - 4e“ 3t 



1 5 4 

1 

p p+2 p+3 

comme attendu. 



Exercice 3 : 

1) Détermination de la fonction de transfert 



d 2 y 

L’équation différentielle : — j- (t) + 6y(t) = 6x(t) 
dt 2 

se transforme dans le domaine de Laplace et sous les conditions de Heaviside en : 
P 2 Y(p) + 6Y(p) = 6X(p) 
ou encore : [p 2 + 6]Y (p) = 6X(p) 



D’où la fonction de transfert du système : H(p) = 



Y(P) 

X(p) 



6 

6 + p 2 



Ou encore, sous forme canonique 




(gain 1, ordre 2, classe 0) 



21) Recherche de v(t) par la méthode classique 



d 2 y 

Compte tenu de la sollicitation x(t) = 1 , l’équation à résoudre est — j- (t) + 6y(t) = 6 

dt 2 
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Son polynôme caractéristique est : P(r) = r 2 + 6 , dont les deux racines sont donc r = ±jV6 . 

(ces deux racines sont imaginaires pures conjuguées, le système est donc un cas limite de 
système instable) 

La solution générale de l’équation sans second membre est donc de la forme : 
y^t) = Acos(V6t + cp) 

Par ailleurs, une solution particulière de l’équation avec second membre est clairement : 

Y2(t) = 1 



La solution générale de l’équation est donc de la forme : y(t) = 1 + Acos(V6t + cp) 

Ce qui permet de calculer — (t) = -AV6 sin(V6t + cp) 

dt 



Les conditions initiales permettent donc d’écrire : 



"1 + Acoscp = 0 
.-Aa/ 6 sincp = 0 



d’où on détermine les constantes 



"cp = 0 
\A= -1 



Donc, finalement, l’évolution de la sortie à 
partir de l’instant in itial est : 

y(t) = 1-cosV6t 



La sortie oscille indéfiniment autour de la 
valeur déterminée par le gain de la 
fonction de transfert. Ce comportement 
est bien caractéristique d’un système à la 
limite de l’instabilité. 




22) Recherche de v(t) par la transformation de Laplace 



Puisque les conditions initiales sont nulles (conditions de Heaviside), l’équation se transforme en : 
P 2 Y(p) + 6Y(p) = 6X(p) 



0 

ou encore : Y(p) = -X(p) 

6 + p 2 

On retrouve la définition de la fonction de transfert puisque l’on est effectivement sous les 
conditions de Heaviside. 

1 

L’entrée étant un échelon unitaire, sa transformée est X(p) = — 

P 

0 

La sortie est donc, dans le domaine de Laplace : Y(p) = — 

P(6 + p 2 ) 

et se décompose en éléments simples sous la forme : 

Y _ A + Bp + C _ A(p 2 +6) + Bp 2 +Cp _ (A + B)p 2 +Cp + 6A 
P p 2 +6 p(p 2 +6) p(p 2 +6) 

D’où le système d’équations : 

f6A = 6 fA=1 

-sC = 0 qui a pour solution Jb=-1 

La+ B = 0 [c = 0 
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Ainsi la sortie dans le domaine de Laplace s’écrit : Y(p) = — - ^ 



P p 2 +6 



Or, on sait que : 

1 

• la transformée inverse de — est 1 , 

P 



la transformée inverse de 



2 2 
p +oo 



est cosoot. Revoir la table des transformées si nécessaire. 



La transformée inverse de Y(p) est donc 



y(t) = 1-cosV6t 



comme attendu. 



NB : on peut se dispenser de la décomposition en éléments simples en remarquant que 

• la transformée inverse de - 03 „ est sinoot, 

2 2 
p +00 

• une division par p dans le domaine de Laplace correspond à une intégration dans le domaine 
temporel. 

Alors Y(p) — a pour transformée inverse y(t)= f a/ 6 sin V6xdx = a/6 

P(6 + P 2 ) o 

ce qui confirme y(t) = 1-cosA/6t. 



- cos a/6t 
a/6 



Exercice 4 : 



1) Détermination de la fonction de transfert 



2 

L’équation différentielle : (t) + 3 — (t) = x(t) 

dt 2 dt 



se transforme dans le domaine de Laplace et sous les conditions de Heaviside en : 
p 2 Y(p) + 3pY(p) = X(p) 

ou encore : p(p + 3)Y(p) = X(p) 



D’où la fonction de transfert du système : H(p) = 
Ou encore, sous forme canonique : 



1 



Y(P) _ 

X(p) p(p + 3) 

(gain 1/3, ordre 2, classe 1 ) 




21) Recherche de v(t) par la méthode classique 



p 

d y dy 

Compte tenu de la sollicitation x(t) = 1 , l’équation à résoudre est — j- (t) + 3 — (t) = 1 

dt 2 dt 

Son polynôme caractéristique est : P(r) = r(r + 3) , dont les deux racines sont 0 et -3. 



(possédant une racine nulle, le système est un cas limite de système instable) 



La solution générale de l’équation sans second membre est donc de la forme : 
y-i(t) = A + Be -3 ’ 

Par ailleurs, une solution particulière de l’équation avec second membre est clairement : 



Y2(t) = 



3 
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t _O t 

La solution générale de l’équation est donc de la forme : y(t) = — + A + Be 
dy 1 _o t 

Ce qui permet de calculer — (t) = — 3Be 

dt 3 



Les conditions initiales permettent donc d’écrire : 



-p 

h 



A+B = 0 
1/3-3B =0 



d’où on détermine les constantes : 



f A = -1/9 
[B = 1/9 



Donc, finalement, l’évolution de la sortie à 
partir de l’instant initial est : 



y(t) = 



{_ 

3 



1 1 
9 + 9 



e 



-3t 



ou encore : 

y(t) = ^[e 3t +3t-1] 



NB : le pôle nul génère un comportement 
instable de type intégrateur. 

Le gain 1/3 de la fonction de transfert 
s’observe alors dans la pente de la droite 
asymptote. 




0 Q r 5 I 1,5 2 2,5 3 



22) Recherche de v(t) par la transformation de Laplace 



Puisque les conditions initiales sont nulles (conditions de Heaviside), l’équation se transforme en : 
P 2 Y(p) + 3pY(p) = X(p) 



ou encore : Y(p) = 



1 

P(P + 3) 



X(p) 



On retrouve la définition de la fonction de transfert puisque l’on est effectivement sous les 
conditions de Heaviside. 

1 

L’entrée étant un échelon unitaire, sa transformée est X(p) = — 

P 

1 

La sortie est donc, dans le domaine de Laplace : Y(p) = — 

P 2 (P + 3) 

et se décompose en éléments simples sous la forme : 

Y(P) _ A + Ë + AL _ A(p + 3) + Bp(p + 3) + Cp 2 _ (B + C)p 2 +(A + 3B)p + 3A 
p 2 P P + 3 p 2 (p + 3) p 2 (p + 3) 

D’où le système d’équations : 



3A = 1 

A+3B=0 qui a pour solution 
B + C = 0 



f A = 1/ 3 
< B= -1/9 
[c = 1/9 



Ainsi la sortie dans le domaine de Laplace s’écrit : Y(p) = — — 

P 



Or, on sait que : 

1 

• la transformée inverse de — - est t, 

P 



1/9 1/9 

P P + 3 
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1 

• la transformée inverse de — est 1 , 

P 

1 



la transformée inverse de 



-at 



p + a 



est e . Revoir la table des transformées si nécessaire. 



t 1 1 

La transformée inverse de Y(p) est donc y(t) = + — e“ 3t , 

3 9 9 



soit 



y(t) = ^[e“ 3t +3t-1] 



comme attendu. 



Il - F 



ONCTION DE TRANSFERT ET STABILITE 



11-1 Présentation 

On considère un système décrit par la fonction de transfert 
suivante, dépendant d’un paramètre k positif réglable : 

H(p) = 1 



e(t) 



1+10p + (k+1)p 2 +5p 3 +kp 4 



H(p) 



s(t) 



L’objectif de l’exercice est d’étudier l’influence du paramètre k sur la stabilité du système. 



11-2 Travail demandé 



Question 1 : condition de stabilité 



Déterminer les valeurs de k pour lesquelles le système est stable. 

Question 2 : limite de stabilité 

Déterminer la fréquence des oscillations prises par la variable de sortie du système, lorsque celui-ci 
est à la limite de stabilité. 



11-3 Correction 



Question 1 : condition de stabilité 



L’ordre du système dépend de k. En effet, si k = 0 le système est d’ordre 3, alors que sinon il est 
d’ordre 4. On distinguera donc les deux cas. 

• 1 er cas : k = 0 

Le système est d’ordre 3 et le dénominateur de H(p) s’écrit : D(p) = 5p 3 + p 2 + lOp + 1 . 

On vérifie que 1x10 > 5x1 ce qui montre que le système est alors stable . 

Ses racines sont à parties réelles strictement négatives et engendrent donc une réponse 
convergente. 

• 2 ème cas : k > 0 

Le système est d’ordre 4 et le dénominateur de H(p) s’écrit : D(p) = kp 4 +5p 3 + (k + 1)p 2 +10p + 1 . 
Tous les coefficients étant strictement positifs, l’étude de la stabilité nécessite la construction du 
tableau de Routh : 
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7 


k 


k+1 


1 




5 


10 


0 


P 2 


1-k 


1 


0 


P 


5- 10k 
1-k 


0 




1 


1 







T 



Les termes de la colonne des 
pivots devant être strictement 
positifs, la condition de stabilité 
s’écrit : 

{ k > 0 (qui est déjà supposé) 

1 -k> 0 

5 -10k „ 

> 0 

1-k 

Ce qui impose k < 1/2. 



Détails des calculs : 



A 1 = - ■ 
A 2 

Bi— - 

Ci = - 



1 1 


< k + 1 


“ 5 1 


5 10 


1 


k 1 




~ 5 


5 0 




1 


5 


10 


" 1-k 


1-k 


1 



10k -5(k + 1) 



= 1-k 



0-5 



= 1 



5 - 10(1 - k) 5 - 10k 



1-k 



1-k 



1-k 



5 -10k 



1-k 1 

5-10k 
1-k 



• En conclusion, le système est stable pour k 6 [0 , 1/2 [ . 

Pour la borne inférieure de l’intervalle, k = 0, le système est un système d’ordre 3, stable. 

Pour la borne supérieure de l’intervalle , k = 1/2, le système est un système d’ordre 4, instable 
(situation limite). 

Question 2 : limite de stabilité 



On sait qu’en l’absence de pôle nul, ce qui est le cas ici, la situation instable limite se caractérise 
par la présence d’au moins un couple de pôles imaginaires purs qui engendreront des 
composantes sinusoïdales non amorties dans la réponse. 

Rappel de la contribution des pôles à la réponse impulsionnelle selon leur partie réelle : 

A lm 




Ainsi, dans la situation instable limite précédemment identifiée (k = 1/2) le polynôme caractéristique 
D(p) présente une double racine imaginaire pure ±jco, telle que œ soit la pulsation des oscillations 
alors engendrées. 

1 1 

On résout alors D(jco) = — (jœ) 4 +5(jco) 3 +(— + 1)(jco) 2 + 1 0( jco) + 1 = 0 



168 



3 • Fonctions de transfert 



Soit D(joo) = 0, 5(0 4 - 5joo 3 - 1, 5co 2 + 1 0jco + 1 = 0 

En identifiant les parties réelle et imaginaire, il vient les deux équations scalaires : 
f 0,5 co 4 -1,5co 2 +1 = 0 
[ -5co 3 + lOco = 0 

dont co = V2 rad/s est racine positive commune. 



À la limite de stabilité, soit pour k = 1/2, la sortie possédera donc une composante oscillante à la 
pulsation ^2 rad/s, soit à la fréquence ^2 / 2jt = 



NB : Pour toute autre valeur de k, les deux équations scalaires qui seraient issues de D(jœ) = 0 
n’auraient pas de même solution. En effet, le polynôme n’aurait alors que des racines complexes 
non imaginaires pures, engendrant soit une réponse convergente, soit une réponse divergente 
selon que le système soit stable (k<1/2), soit franchement instable (k>1/2). 



0,45 Hz. 



III - CONTRÔLE DU LACET D’UN SATELLITE 



À partir d’un support du concours de l’École Polytechnique MP. 

^MI-1 Présentation 

Lors du déplacement orbital d’un satellite géostationnaire, pour que 
ses panneaux solaires et ses organes de télécommunication avec la 
terre soient correctement positionnés, il faut contrôler en continu son 
orientation. Celle-ci se caractérise par la position angulaire du satellite 
autour de son centre d’inertie, appelée attitude et définie par trois 
angles autour d’un système de trois axes tournant avec le satellite. On 
s’intéresse ici à l’orientation autour de l’axe de lacet, c’est-à-dire autour 
de la verticale qui passe par le centre d’inertie du satellite. 

■ Dans le système étudié, le contrôle s’obtient par des petites fusées latérales commandées 
électriquement. La réaction à l’émission de gaz (propergols) par ces fusées génère un couple c(t) 
qui permet d’agir sur la position angulaire 0(t) du satellite autour de l’axe de lacet. La quantité de 
propergols consommée par ces fusées est infime et compatible avec la durée d’exploitation du 
satellite. 

L’application du théorème du moment dynamique au satellite en projection sur son axe de lacet 
permet d’écrire que : 

c(t) = J^(t) 
dt 2 

où J est le moment d’inertie du satellite autour de son axe de lacet. 

En effet, à l’altitude des satellites géostationnaires l’atmosphère est si peu dense que les 
frottements dans l’air peuvent être négligés : le seul couple intervenant autour de l’axe de lacet est 
donc celui généré par les fusées. 




Cours de mécanique 



■ Un capteur gyroscopique intégrateur permet de mesurer l’angle 0(t), qu’il traduit par une tension 
électrique u 0 (t) qui lui est proportionnelle selon un gain a (V/rad). 

Cette tension est comparée à l’image u c (t) de la consigne angulaire à respecter 0 c (t). Le 
transducteur est adapté au capteur de telle sorte que u c (t) = a0 c (t) , a étant le gain du capteur. 
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L’écart s(t) = u c (t) - u 0 (t) est traité par un correcteur proportionnel de gain C, qui élabore la 
tension d’alimentation u(t) de la partie opérative. 

Celle-ci, constituée des fusées proprement dites et de leur dispositif électronique de commande, 
sera, pour simplifier, considérée comme générant un couple proportionnel à la tension de 
commande, le gain étant noté A (NmA/). 

NB : ces considérations sont bien évidemment très simplifiées par rapport à la réalité, mais 
n’enlèvent rien à la démarche qui va suivre. 



111-2 Travail demandé 

Question 1 : satellite non contrôlé 



On considère le système « satellite » sans contrôle. Soumis 
à un couple c(t), il tourne d’un angle 0(t) selon l’équation 
donnée plus haut. 

Quelle est la fonction de transfert S(p) du système 
« satellite » ? Ce système est-il stable ? 

Quelle est la réaction du satellite à une brève émission de gaz 
pouvant être modélisée par une impulsion de couple de poids c 
(Nm.s) :c(t) = cô(t)? Justifier ce résultat par un raisonnement 
physique. 

Quelle est la réaction du satellite à un échelon de couple ? 

Question 2 : boucle d’asservissement 

Donner le schéma bloc de l’asservissement décrit plus haut, et montrer que cet asservissement 
peut être décrit par un schéma à retour unitaire. 

Exprimer sa FTBO et sa FTBF. 

Que pensez vous de la stabilité de l’asservissement ? 

Quelle est la réponse de cet asservissement à une consigne en échelon ? 

Question 3 : correction tachymétrique 

Afin d’assurer la stabilité du système, on lui adjoint une seconde boucle dite de correction 
tachymétrique. Pour cela, on dispose d’un capteur de vitesse angulaire de gain b (V/rad.s' 1 ) venant 
corriger l’alimentation des fusées comme indiqué ci-dessous : 



c(t) 



Satellite 



6(t) 



C( % 



c/T 



0 T-»0 t 



U(P) 




31) Donner le schéma bloc complet de ce nouvel asservissement avec correction tachymétrique. 
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32) La description fait apparaître un bloc de dérivation non causal dans la 
boucle interne. Proposer une description équivalente n’utilisant que des 
blocs causaux. 




33) Déterminer la FTBO et la FTBF de l’asservissement. 

34) Vérifier la stabilité de l’asservissement ainsi réalisé. 

Quelle est la précision statique de cet asservissement suite à une consigne en échelon ? 
Conclure et préciser quelles sont les performances qu’il resterait à régler. 



-3 Correction 



Question 1 : satellite non contrôlé 



d^0 

Le satellite obéit à l’équation : c(t) = J — — (t) 

dt 2 



Celle-ci se transforme par la transformation de Laplace et sous les conditions de Heaviside en : 
C(p) = Jp 2 0(p) 



Ainsi, la fonction de transfert du satellite est : 



S(p) = 



Q(p) 

C(P) 



i 

j P 2 



Il s’agit d’une fonction de transfert d’ordre 2, de classe 2 et de gain 1/J. Elle présente une racine 
nulle double. 

Le système est donc instable puisque pour être stable toutes les racines de sa fonction de transfert 
doivent être à partie réelle strictement négative, ce qui n’est pas le cas de zéro. 



• Si l’entrée est une impulsion de couple de poids c (Nm.s), dans le domaine de Laplace elle s’écrit 
C(p) = c. Alors, la position angulaire du satellite est, toujours dans le domaine de Laplace : 

®( P ) = ~yC(p) = S— 

JP 2 Jp 2 

1 

Or, on sait que la transformée inverse de — - est t (voir table des transformées si nécessaire). 

P 

Donc, dans le domaine temporel, l’évolution de la 
position angulaire est : 



w-ïï* 



Il s’agit d’une évolution linéaire, indéfinie : soumis 
à une impulsion et en l’absence de frottements 
dans l’air, le satellite tourne indéfiniment à la 
vitesse constante c/J. 




• Si l’entrée est un échelon, alors l’entrée, dans le domaine de Laplace, est de la forme C(p) = — . 

P 

Alors, la position angulaire du satellite est, toujours dans le domaine de Laplace : 

®( P ) = ~L"C( P ) = — 

Jp 2 Jp 3 

1 1 2 

Or, on sait que la transformée inverse de — est — t (voir table des transformées si nécessaire). 

p 3 2 
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Donc, dans le domaine temporel, l’évolution de la 
position angulaire est : 



e( t ) = gt 2 



Il s’agit d’une évolution parabolique, indéfinie : 
soumis à un couple constant, le satellite accélère 
indéfiniment. 

Ce résultat aurait pu se démontrer aussi par 
simple intégration du résultat précédent, puisque 
l’entrée en échelon est l’intégrale de l’entrée en 
impulsion, aux constantes multiplicatives c et co 
près, comme cela s’observe très bien dans le 
domaine de Laplace par division par p. 




fA 

c 0 

2J 



Ces comportements sont bien caractéristiques d’un système instable. 



Question 2 : boucle d’asservissement 




Cette structure peut également être décrite par le schéma à retour unitaire : 




Ces deux pôles sont imaginaires purs, générateurs d’oscillations non amorties. Le système est 
donc toujours instable , même si sa réponse ne sera plus divergente mais oscillatoire. 



Si le système est soumis à une consigne en échelon, celle si s’exprime dans le domaine de 
Laplace par : 




0 0 

La réponse est donc, toujours dans le domaine de Laplace : 0(p) = FTBF(p) — = 

P P[1 + aCA p2] 

Deux méthodes sont alors possibles pour en déduire l’expression de la transformée inverse 0(t). 



Première méthode 



Classiquement, on opère une décomposition en éléments simples sous la forme : 
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e( P ,-e e[ ^^±^,. 
P . J 2 

1 + p 

aCA H 

D’où le système d’équations : 
"X = 1 



Z = 0 



Bn 



pH + ^-p 2 ] 

aCA K J 



[XtZp " ( ^ Y)p2 ' 



Y = - 



aCA 



Ainsi la sortie dans le domaine de Laplace s’écrit : 



0(p) = 0 c [-- 



1 



p aCA 



] = B C [-- 



] . Or on sait que : 



1 + - 



aCA 



1 



• la transformée inverse de — est 1 

P 

P 



la transformée inverse de 



2 2 
p +oo 



p aCA 2 
- + P 



est cosoot. Voir la table des transformées si nécessaire. 



La transformée inverse de @(p) est donc l’évolution cherchée : 



0(t) = 0 c (1-cos 



aCA x 



Seconde méthode 



On peut se dispenser de la décomposition en éléments simples si on écrit que : 

oo 



la transformée inverse de 



2 2 
p +oo 



est sinoot. Voir la table des transformées si nécessaire, 



une division par p dans le domaine de Laplace correspond à une intégration dans le domaine 
temporel. 

t 



Alors 0(p) = 



Br 



P [i + ^-p 2 ] 



aCA aCA 

a pour transformée inverse 0(t) = 0 c J J sinJ xdx Soit : 



aCA 



B(t) = B c 



aCA 



aCA 



-cos 



aCA 



t + 1 



0 c (1-cos 



aCA, 



Conclusion 

Le satellite oscille indéfiniment autour de la 
position de consigne 0 C et la pulsation des 
oscillations est définie par la partie imaginaire 
des pôles de la fonction de transfert. 

Ceci, bien entendu, ne convient pas. 

Question 3 : correction tachymétrique 




31) 

©c(P) 




Ou encore, avec un retour unitaire : 
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©c(P) 




32) Il faut décomposer la double intégration en — : 

P 



©c(P) 




Ce schéma ne fait apparaître que des blocs causaux. Il traduit en fait la réalité structurelle : le 
capteur gyrométrique fournit une information sur la vitesse angulaire (gain b V/rad.s' 1 ), puis par 
intégration une information sur l’angle (gain a V/rad). 

Ramené à un retour unitaire, ce schéma devient : 




33) Si on raisonne par exemple sur ce dernier schéma, la fonction de transfert de la boucle interne 
est : 



H(p) = 



Jp 



„ bA bA + Jp . J 

1 + — 1 + — p 

Jp bA K 



et donc 




NB : si la fonction de transfert de la 
boucle interne diffère selon le schéma de 
travail, puisque cette boucle en dépend, 
bien évidemment la FTBO et la FTBF en 
sont indépendantes. 



et FTBF(p) = ■ 



p( 1 + bÀ p) 

aC 



1 + - 



1 

i+— (i+— p)p 
aC ' bA 



P(1+ bÀ P) 



. b J 2 

1 + P + P 

aC K aCA H 



Fonction de transfert d’ordre 2, de classe nulle et de gain 1 (sans dimension). 



34) La FTBF présente un dénominateur qui est un polynôme du 2 eme ordre à coefficients tous 
positifs, le système est donc stable . 
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Le gain de la FTBF est 1, le système est donc précis pour une entrée en échelon. On peut le 
vérifier en calculant l’erreur statique relative de position, égale à l’écart statique calculé sur le 
schéma à retour unitaire : 



Er % = e s% = lim 
P " 



= lim - 

•o 1 + FTBO(p) p^o 



1 



1 + - 



aC 

b 



■ = lim 

p^O 



p(1+ bÂ p) 

p(1 + — p) + — 

bA b 



= 0 



p(1+ bÀ p) 



L’erreur statique relative de position est bien nulle , ce qui était prévisible puisque la FTBO est de 
classe 1 . 



En conclusion, le système à correction tachymétrique est stable et précis . Il resterait à choisir les 
différents coefficients pour satisfaire des critères de rapidité ou de minimisation des oscillations par 
exemple. 



IV - CENTRIFUGEUSE HUMAINE 



D’après une épreuve du Concours Commun Polytechnique MP. Questions modifiées. 



IV-1 Présentation 



■ L’élargissement du domaine de vol des avions de combat modernes soumet les pilotes de 
chasse à des niveaux d’accélération de plus en plus élevés. Dans le cadre de l’entraînement 
physiologique des pilotes, l’utilisation d’une centrifugeuse humaine est un moyen avantageux de 
recréer au niveau du sol, l’accélération subie en opération. La figure ci-dessous représente une 
telle centrifugeuse où l’on reconnaît une structure cinématique ouverte à quatre corps (support, 
bras, anneau et nacelle) assemblés par des liaisons pivot. 




Cüntrapoïils 



Ensemble pivûWÉdücteur 
mpLari satjqn principale 

I Support 1 Ajte de rendis 



( Document LATEnoFRj.) 



A*e de. timgsgç 



Axe de rWaüüii 

du bras 



Ahrüeau 
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Cette conception permet de lier de façon univoque les profils de position ou de vitesse relatives 
engendrés au niveau de chaque liaison à l’évolution temporelle des trois composantes 
d’accélération. Chaque liaison est alors motorisée par un actionneur qui doit être asservi à la 
consigne correspondante. On s’intéresse ici à la commande asservie de la vitesse co de rotation de 
l’ensemble autour de l’axe vertical. 

■ L’ensemble en mouvement formé par le bras, l’anneau et la nacelle peut en première 
approximation être considéré comme un ensemble indéformable de moment d’inertie équivalent J 
par rapport à l’axe de rotation. Cet ensemble est soumis à : 

• un couple moteur c m (t) délivré par le motoréducteur d’entraînement, 

• un couple de frottement visqueux engendré par les paliers et proportionnel à la vitesse du bras : 

C v (t) = — f v Cü(t) 

• un couple de frottement aérodynamique engendré par l’air et proportionnel au carré de la 

vitesse du bras : c a (t) = -f a oo (t) 

Alors le principe fondamental de la dynamique, appliqué au bras par rapport au support galiléen, 
permet d’écrire que : 

J ^ (t) = Cm(t) - f v ( « (t) - f a» 2(t) 



[2JI Fiche ressource "inertie équivalente" 




■ Le motoréducteur d’entraînement est construit sur un moteur à courant continu et est régi par 
les quatre équations suivantes : 

• l’équation mécanique précédente : J — (t) = c m (t)- f v co(t) — f a oe> 2 (t) 

dt 

• l’équation électrique : u(t)-e(t) = R i(t) + L — (t) 

dt 

• Les équations de couplage électromécanique : 

Cm(t) = K c i(t) 

e(t) = K v co(t) 

avec les notations habituelles déjà rencontrées pour la tension d’alimentation u(t), la force 
électromotrice e(t) et le courant d’induit i(t). 



Cours d’électricité : le moteur à courant continu 



Ce moteur est ici à très forte résistance rotorique, si bien que l’on pourra négliger les effets 
d’inductance : L « 0. 

Donc, l’équation électrique devient : u(t) - e(t) = R i(t) 



■ L’asservissement de vitesse de l’ensemble est réalisé de la manière suivante : 



La vitesse effective œ(t) est évaluée par un capteur (génératrice tachymétrique) qui se comporte 
comme un simple gain C (V/rad.s' 1 ). La vitesse de consigne œ c est indiquée par un transducteur qui 
se comporte comme le capteur afin de permettre la comparaison de grandeurs comparables au 
niveau du comparateur. 

Ce comparateur fournit un écart qui est traité par un correcteur de fonction de transfert C(p) qui 
élabore un signal sous forme d’une tension v(t). 

Ce signal v(t) est le signal de commande de l’amplificateur de puissance (préactionneur relié au 
réseau) qui se comporte comme un amplificateur de gain A (sans dimension) pour élaborer la 
tension u(t) d’alimentation du motoréducteur. 
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Le motoréd ucteur « transforme » cette tension de commande u(t) en la vitesse de rotation œ(t) de 
l’ensemble avec la fonction de transfert : 



M(p) = 



H£) 

U(P)’ 



IV-2 Travail demandé 



Question 1 : schéma bloc 

Donner le schéma bloc de l’asservissement de vitesse. 
Mettre ce schéma sous forme d’un schéma à retour unitaire. 



Question 2 : modélisation de l’ensemble en mouvement 

L’ensemble en mouvement obéit à l’équation différentielle : 

J ^ (t) = Cm(t) - f v® ( t ) - f a» 2(t) 



Qu’est-ce qui permet d’affirmer que cette équation différentielle n’est pas linéaire ? 

L’étude sera alors conduite après linéarisation autour d’un point de fonctionnement définit par 
le couple (c m o, coq) . On pose donc : 

ÔCO(t) = OJ (t) - CDq 

= c m(t) -c m0 

petites variations autour du point de fonctionnement. 

Établir l’équation différentielle vérifiée par ces petites variations et procéder à sa linéarisation. 

On note Q(p) la transformée de Laplace de ôoo(t) et C m (p) la transformée de Laplace de ôc m (t). 

Établir la fonction de transfert H(p) = . 

Cm(P) 



Question 3 : modélisation du motoréducteur 



Toujours en limitant l’étude autour du point de fonctionnement, établir la fonction de transfert du 
motoréducteur : 



M(p) = 



Q(P) 

U(P)' 



Question 4 : asservissement de vitesse autour du point de fonctionnement 

Donner le schéma bloc de l’asservissement de vitesse autour du point de fonctionnement et établir 
sa FTBO et sa FTBF en fonction de la fonction de transfert pour l’instant indéterminée du 
correcteur C(p). 

Quelle est l’erreur permanente relative sur la vitesse (écart statique de position) en fonction de 
C(P)? 

Question 5 : choix du correcteur 



Montrer qu’avec un correcteur proportionnel de type C(p) = K p cette erreur ne peut pas être nulle. 



Montrer qu’avec un correcteur de type C(p) = Kj 



1 + P 



cette erreur est nécessairement nulle. 



P 
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■ Info : 

Un tel correcteur rendant l’asservissement précis (cf. chapitre 6) est appelé correcteur 
proportionnel intégral , il peut en effet se mettre sous la forme : 



C(p) = K, 



1 + P 



= K; 



K; 



P P 

Il élabore donc un terme qui est la somme d’un terme proportionnel à l’écart et d’un terme qui est 
proportionnel à l’intégrale de l’écart depuis l’instant initial. 



IV-3 Correction 



Question 1 : schéma bloc 



q c (p) 




Cette structure peut également être décrite par le schéma à retour unitaire : 

q c (p) 




Question 2 : modélisation de l’ensemble en mouvement 

L’équation J — (t) = c m (t)- f v co(t) — f a oo 2 (t) n’est pas linéaire car le terme en oo 2 (t) ne l’est pas. 
dt 

On pose : soit : 

ÔCO( t) = O) (t) - 0)q Ü)(t) = ÔCO(t) + 0)q 

^ c m(t) = c m(t) -c m0 c m(t) = ^ c m(t) + c m0 



L’équation différentielle devient alors : 

J — [ÔCO(t) +(Oq] = [ÔC m (t) + C m o] - f v [ÔO)(t) + COq] - f a [ÔO)(t) +COq] 2 
dt 

soit : J ^ (t) = ôc m (t) + c m Q - f v ôco(t) - f v co 0 - f a ôw 2 (t) - 2f a co 0 ôio(t) - f a co 0 2 
dt 

ou encore : J — ^ (t) = [ 0 ^ - f v io 0 - f a ®o 2 ] + ôc m (t) - f v ôto(t) - f a ôco 2 (t) - 2f a co 0 ôco(t) 
dt 

Puisque (c m o,cjoo) est un point de fonctionnement, ces deux valeurs sont solutions de l’équation 

2 

différentielles donc : c m o - f v œo - f a wo = 0 



Par ailleurs, puisqu’on étudie les petites variations autour de ce point de fonctionnement, le terme 
fgôoj (t) est négligeable devant 2f a cooôco(t) . Donc finalement l’équation des petites variations 
autour du point de fonctionnement s’écrit : 

J ^ (t) = ôc m (t) - f v ôco(t) - 2f a ü> 0 ôü)(t) 

dt 

soit : 



J ^ (t) = ô Cm( t ) - (f v+ 2 f a a)° ) ôco (t) 
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Cette équation est linéaire et devient, après transformation dans le domaine de Laplace, sous les 
conditions de Heaviside à partir du point de fonctionnement, et avec les notations proposées : 



JpQ(p) = C m (p)-(f v +2f a co 0 )£2(p) 
ou encore C m (p) = [(f v + 2f a w 0 ) + Jp]Q(p) 

ce qui permet d’écrire la fonction de transfert demandée 



H(p) = 



Q(P) 

C m (p) 



1 

(f v +2f a a>o) + Jp 



Soit, sous forme canonique 



1 



H(p) = 



Q(P) 

C m (p) 



fy + 2fa^Q 



1 +- 



fy + 2f a (O 0 



Cette fonction de transfert est d’ordre 1 et de classe 0, caractéristique d’un système stable puisque 
son unique pôle est le réel négatif : 
f v 2fa&>o 
J 

Question 3 : modélisation du motoréducteur 

Dans le domaine de Laplace et sous les conditions de Heaviside, les quatre équations régissant le 
fonctionnement du moteur sont : 

• l’équation mécanique précédente traduite par la fonction de transfert H(p) 

• l’équation électrique (L négligée) : U(p) - E(p) = Rl(p) 

• les équations de couplage électromécanique : 

c m (p) = K c l(p) 

E(p) = K v £2(p) 



Alors le motoréducteur peut être représenté par le schéma bloc : 
U(p) 




-► ^(P) 



Ce qui permet d’écrire que : 
K 



M(p) = 



G(p) R H(P) R[(f v+ 2f a cü 0 ) + Jp] 



K r 



K V K C 



1 + M^H(P) i + 

R R[(f v+ 2f a co 0 ) + Jp] 



R[(f v+ 2f a œ 0 )+Jp] + K v K c 



Soit sous forme canonique : M(p) = - 



K c 

K y Kç + R(fy + 2f a O)Q ) 



1 + - 



RJ 



K V K C + R(f v + 2f a ü) 0 ) 



Cette fonction sera notée pour la suite pour simplifier : 



M(p) = 



K m 

lx m 

1+T m P 



C’est une fonction d’ordre 1, de classe 0, stable. 
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Question 4 : asservissement de vitesse autour du point de fonctionnement 

Compte tenu de la modélisation adoptée pour le moteur, le schéma bloc de l’asservissement sera, 
en reprenant par exemple la description avec un retour unitaire : 



q c (p) 




Alors : 



FTBO(p) = CAK m C(p ) 
1 + TmP 

FTBO(p) 



FTBF(p) = 



CAK m C(p) 
1 + TnP 



CAK m C(p) 



1 + FTBO(p) CAK m C(p) CAK m C(p) + 1 + T m p 1 + T m p 

' ” CAK m C(p) 



| 1+T m p 

(retour unitaire) 



La forme canonique de ces expressions dépend de C(p). 

L’erreur permanente relative sur la vitesse n’est autre ici que l’écart statique de position puisque la 
description est faite avec un retour unitaire, soit : 



E r % = lim 



1 



■ = lim 



1 



1 



1 + CAK m lim C(p) 

p-0 



p-*o 1 + FTBO(p) p-*o CAK m C(p) 

1 + TtiP 

NB : on suppose, bien entendu, que le choix à venir du correcteur assure la stabilité de 
l’asservissement. 

Question 5 : choix du correcteur 



• Si le correcteur est un correcteur proportionnel défini par C(p) = K p , alors 



E r% = ' 



1 + CAK m K p 



Cette erreur sera d'autant plus faible que le gain K p sera grand, mais ne pourra pas être nulle. 



C’est la situation habituelle d’un système dont la FTBO est de classe nulle , soit E r o /o = 

1 + K 



BO 



On peut aussi calculer FTBF(p) = 



CAK m K p 



CAK m K p 

CAK m K p +1 



CAK m K p + 1 + T m p 



1 + 



CAK m K p + 1 



Le gain de cette fonction de transfert ne peut pas être 1 mais nécessairement un nombre inférieur à 
1 , d’autant plus proche de 1 que K p sera grand. La vitesse ne peut atteindre la consigne. 



On peut aussi vérifier que 1 - 



CAK m K 



m lx p 



1 



CAK m K p + 1 CAK m K p + 1 



qui est bien l’erreur calculée. 



1 + D 

• Si le correcteur est un correcteur proportionnel intégral défini par C(p) = Kj — -, alors cette fois 

P 

un intégrateur est introduit dans la boucle et la FTBO est de classe 1 . 

Ceci permet d’annuler l’écart statique : le système est alors précis , sans condition sur coefficient Kj. 
Ceci peut se vérifier par : 
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lim C(p) = oo et donc 

p^O 



E r% = ' 



1 + CAK m lim C(p) 

p-o 



- = 0 



CAK m Kj 



p + 1 



On peut aussi calculer FTBF(p) = 



quel que soit le coefficient Kj. 



P + 1 



CAK m Ki^ + 1+T m p p + 1+ 1 p + ' m — p 2 

m 1 p mK H CAK m K| CAK m K| 



ou encore, sous forme canonique : FTBF(p) = 



1 + p 



1 , CAK m K i+ 1 



P + P 2 

CAK m Kj K CAK m Kj K 



Cette fonction de transfert est bien celle d’un système stable (polynôme de degré 2 à coefficients 
positifs au dénominateur). Son gain est 1. La vitesse tend donc bien vers la consigne. 



V - POSTE D’EXTRUSION 



D’après une épreuve du concours ENGEES PSI. Questions complétées. 



V-1 Présentation 



L’extrusion est la technique de transformation des matières thermoplastiques la plus courante. La 
matière en vrac (poudre ou granulés) s’écoule en continu dans un fourreau chauffé par des colliers 
chauffants. Elle est plastifiée par la chaleur du fourreau et malaxée et laminée par la rotation d’une 
vis. Dans le poste ici étudié, elle est ensuite poussée par cette dernière vers un moule permettant 
d’obtenir la forme attendue de l’objet (poste de soufflage). 




L’entraînement de la vis est obtenu par un moteur électrique à courant continu accouplé à un 
réducteur. Pour le matériau extrudé ici, le point de fonctionnement correspond à une vitesse de 
rotation de la vis de 135 tr/min. Des irrégularités dans la consistance du matériau nécessitent 
d’asservir la rotation de la vis en vitesse afin de garantir que celle-ci soit la plus constante possible 
et proche de 135 tr/min. Le schéma du système est le suivant : 



£2 e (P) 



{convertisseur, 




£2 S (P) 



adaptateur génératrice tachymétrique 
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La consigne de vitesse est fournie à l’aide d’un potentiomètre rotatif sur le pupitre de commande. 
Ce potentiomètre est modélisé par un gain Ki = 0,12 V/tr.min' 1 . 



La tension de commande est comparée à la tension de mesure fournie par une génératrice 
tachymétrique modélisée par un gain K 2 = 0,2 V/tr.min' 1 . À cette génératrice tachymétrique est 
associé un adaptateur sous forme d’un ampli de gain A. 

L’écart établi est traité par un correcteur proportionnel qui est un simple gain G. 



Le comportement de l’ensemble {convertisseur (préactionneur), moteur, vis, matière} est connu et 
modélisé par la fonction de transfert : 

Q S (P) 100 



H(P) U(p) 1 +15p 
où 100 est un gain exprimé en tr.min _1 A/ et 15 une constante de temps exprimée en s. 



V-2 Travail demandé 



Question 1 : réglage de l’adaptateur, FTBO et FTBF 

Quel doit être le gain A de l’adaptateur de mesure afin de mesurer des grandeurs comparables au 
niveau du comparateur ? 

Donner alors l’expression de la FTBO et de la FTBF de ce système asservi. 

Question 2 : réglage du correcteur 

Déterminer la valeur G du correcteur permettant de limiter l’erreur sur la vitesse à 1% de sa valeur 
de consigne en échelon. 

Question 3 : montée en vitesse 

31) Tracer alors l’évolution de la vitesse pour une consigne en échelon de 135 tr/min. 

32) Quelle est, en régime permanent, la tension u d’alimentation du convertisseur ? 

33) Quelle est, à l’instant initial, la valeur de cette tension ? 

Question 4 : stratégies de protection du convertisseur 



41 ) Le convertisseur supporte au maximum une tension de 24 V. 

Quel doit alors être le réglage maxi de G ? 

Quelle en est la conséquence en termes de précision ? 

42) Proposer une stratégie de montée en vitesse permettant la précision de 1% attendue sur la 
vitesse réglée, tout en préservant le convertisseur. 

NB : on pourrait également envisager un correcteur proportionnel intégral pour annuler l’erreur, 
comme dans la centrifugeuse humaine (voir exercice précédent). 



V-3 Correction 



Question 1 : réglage de l’adaptateur, FTBO, FTBF 



Classiquement, la comparaison de grandeurs comparables au niveau du comparateur impose 
K 1 = AK 2 soit : 
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gain sans dimension. 



Alors : FTBO(p) = GH(p)AK 2 = GH(p) K 1 = 1QQG _ Kl , soit : 



FTBO(p) = 



12G 
1 + 15p 



1 + 15p 



G étant réglable. 



Et FTBF(p) = K 



12G 

GH(p) / FTBO(p) \ 1 + 15p 



1 + GH(p)AK 2 \ 1 + FTBO(p) / 1 12G 



12G 



1+15p+12G 



1 + 1 5 p 

On retrouve la relation valable pour un retour unitaire. En effet, puisque K 1 = AK 2 , le schéma 
devient : 



^ (P) 



ou encore : 



fie (P) 




-► fis (P) 



*. «S (P) 



La FTBO étant inchangée : FTBO(p) = K 1 GH(p) 
Finalement, sous forme canonique : FTBF(p) = - 



12G 
1 + 12G 



1 + - 



15 



1 + 12G 



G étant réglable. 



1 + 1 2 G 

Cette fonction de transfert est d’ordre 1 , son unique pôle est le nombre , réel négatif . 

1 5 

Ce pôle assure la stabilité du système. 

Question 2 : réglage du correcteur 

Trois façons de voir sont possibles. 

21 ) Raisonnement à partir du gain : 

1 2 G 

Une précision parfaite de l’asservissement attend un gain 1 de la FTBF. Or, son gain est : - — 

Celui-ci ne peut donc être égal à 1 que pour G infini, ce qui est impossible. Le système ne peut 
donc pas être parfaitement précis. On accepte alors une erreur relative maxi de 1%. Cela revient à 
accepter un gain de 0,99 au lieu de 1 , soit : 

^ = 0,99 
1 + 12G 



d’où G = 



0,99 



12(1-0,99) 



soit 



G = 8,25 



gain sans dimension. 



22) Raisonnement à partir de l’erreur : 



L’erreur relative commise sur la vitesse est : E% = — lim[oo e -oo s (t)] lorsque oo e est une consigne 



00 p t >oo 



en échelon. Soit en passant dans le domaine de Laplace : 
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E% = — - lim[co e -co s (t)] = — lim p[£2 e -Q s (p)] 



(Dp t >oc 



CD e p^O 



12G 

avec:Q e (p) = ^ et Q s (p)= FTBF(p)Q e (p) = ■ 1+12G 

H 



donc E% = lim 

p^O 



1 -- 



12G 
1 + 12G 



1 + - 



15 



4=1- 



1 + 12G 

Cette erreur étant acceptée à 1%, il vient : 
23) Raisonnement à partir de l’écart : 




= 1 - gain de la FTBF, comme 
on aurait pu s’en douter. 



1 + 12G 



= 0,01 , d’où l’on retrouve bien G = 8,25 



Le système pouvant être ramené à un système à retour unitaire, l’erreur et l’écart se confondent et 
on sait que l’écart peut se calculer par : 

e(p). Q °(P) 

1 + FTBO(p) 

Le système étant soumis à une consigne en échelon, l’écart relatif en régime permanent est donc : 



1 p 11 

8% = — lim p = lim = 

co e p-o 1 + FTBO(p) p^o 1 + FTBO(p) 1 + 12G 



1 



Ce résultat était prévisible, puisque la FTBO étant de classe nulle on a e% = ■ 

1 + Kbo 

Cet écart, égal à l’erreur ici, étant donc accepté comme elle à 1%, il vient donc de même 

Question 3 : montée en vitesse 



G = 8,25 



0,99 
1+0, 15p 

L’entrée étant un échelon de 135 tr/min, dans le domaine de Laplace la sortie est : 
0,99 135 133,65 

1+0, 15p p ~~ p(1 + 0, 15p) 

Elle se décompose en éléments simples sous la forme : 

Q s (p) = 1 33, 65 [— + - ] = 1 33, 65 A + ( B + °. 15A )P avec donc 

s p 1+0, 15p p(1 +0, 15p) 



31 ) Si G est réglé à 8,25, alors FTBF(p) = 
L’entrée 
Q s (p) = 



|A=1 

' Lb= - 



0,15 



soit Q s (p) = 133,65 



p 1 + 0, 1 5p 
dont la transformée inverse est : 



1 



0,15 



= 133,65 

ws(t) 



1 



1 



p p + 1 / 0, 1 5 



t 

(o s (t) = 133,65[1-e °- 15 ] 



D’où l’évolution de la vitesse 
qui tend bien (et rapidement) 
vers 133,65 tr/min (qui est 
0,99x135 tr/min), selon la 
courbe ci-contre. 




o 



0,5 



1 



2 
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32) Deux points de vue peuvent être adoptés pour déterminer la tension d’alimentation du 
convertisseur en régime permanent : à partir de la valeur de la vitesse ou à partir de l’erreur. 

Raisonnement à partir de la vitesse : 

Puisqu’en régime permanent la vitesse est de 133,65 tr/min et que le gain de l’ensemble 
{convertisseur, moteur, vis, matière}, modélisé par H(p), est 100 tr.min' /V, la tension u est donc de 




Puisqu’en régime permanent l’erreur est de 1 %, la tension d’alimentation est donc alors : 
u = 0,01x135xKixG = 0,01x135x0,12x8,25 = 1 .3365 V ~ 1 .34 V . 



On trouve, bien entendu, le même résultat. 



135 



Ki 



1,3365 



» H(p) 



-► 133,65 



Ki 




133,65 



Ce double raisonnement montre la nécessité d’une erreur statique non nulle pour que la tension 
d’alimentation du convertisseur ne le soit pas. Ce système ne peut pas, par nature, être précis. 



33) À l’instant initial, la vitesse est nulle , 
donc l’erreur est égale à la consigne de 
135 tr/min et on lit donc immédiatement 
sur l’un des schémas blocs que la tension 
d’alimentation du convertisseur est : 
u = 135.K|.G = 133,65V 




0 



> u 



Question 4 : stratégies de protection du convertisseur 

41 ) Cette valeur est très supérieure à la valeur maxi de 24 V que peut supporter le convertisseur. 

Sachant que c’est à l’instant initial que l’erreur est maximale, puisque la vitesse est nulle, c’est donc 
à cet instant que la tension u d’alimentation du convertisseur le sera également. 

Donc le gain G maxi du correcteur devra vérifier : 

24 = 135-K^G 
soit I G = 1, 48 



L’erreur maximale sur la vitesse est alors augmentée puisqu’elle vaut : 
















Exercices 



185 



E% = = 0,053 = 5,3%. 

1 + 12G 

La précision de l’asservissement est moins bonne. Pour un réglage de 135 tr/min, la valeur 
asymptotique de la vitesse sera de 127,8 tr/min . 



Puisque 1 - 0,053 = 

x 0,947 
FTBF(p) = ■ 



0,947, la nouvelle FTBF sera 



1+0, 8p 

ce qui fournit pour réponse temporelle : 

t 



oo s (t) = 127,8[1-e °' 8 ] 

L’exponentielle convergeant 
moins rapidement, le système 
est moins précis, mais donc 
aussi moins rapide. 



ws(t> 




42) La rapidité n’est sans doute pas ici le critère déterminant puisqu’elle n’intervient que lors du 
réglage de la vitesse, le système fonctionnant ensuite en régulateur. Pour corriger l’imprécision une 
idée pourrait alors être de maintenir G = 1,48 mais donner une consigne supérieure à la valeur 
attendue, pour corriger l’erreur, soit donc ici une consigne de : 



135 
1 - E% 



135 

0,947 



= 142,56 V 
gain de la FTBF 



t t 

Ce qui fournit une réponse temporelle : œ s (t) = 127,8 [1 -e 0,8 ]x ^ = 1 35 [1 -e 0,8 ] 

Mais cette idée ne résout pas le problème de la tension au démarrage sur le convertisseur qui est 
alors u = 142, 56. G = 142, 56x0,12x1,48 = 25,32 V, donc supérieure aux 24 V admissibles. 



Une solution permettant de conserver G = 8,25 
(donc au final une erreur de 1%, acceptable) est 
d’annuler l’erreur au démarrage en sollicitant le 
système en rampe, puis en maintenant la consigne 
à la valeur souhaitée une fois celle-ci atteinte. 

La question qui se pose alors est de savoir quelle 
est la pente maximale de la rampe préservant le 
convertisseur, donc limitant la tension u à 24 V. 

L’erreur étant maximale cette fois, non pas au 
démarrage, mais à la fin de la rampe, c’est-à-dire à 
l’instant t= co e / a , il faut calculer cette erreur pour 
déterminer la tension u. 




rampe 



Il faut donc accéder à l’évolution temporelle de l’erreur lors de la rampe. 

g 

Si l’entrée est une rampe co e (t) = at , dans le domaine de Laplace Q e (p) = ■ 

P 
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Alors la vitesse de sortie, dans le domaine de Laplace est : 

0 99 a 

Qs(P) = FTBF(p)Q e (p) = ’ si G est repris à 8,25. 

1 + U, 1 o p 

Cette fraction se décompose en éléments simples sous la forme : 

Q s (p) = 0,99a[4 + ~ + , ] °’" a ? [A + (0, 15A + B)p + (015B + C)p 2 ] 

p 2 p 1+0, 15p (1 +0, 15p)p 2 

D’où le système d’équations : 

fA=1 fA=1 

-s 0, 1 5A + B = 0 quia pour solution < B = -0, 1 5 
[_0,15B + C = 0 Le = 0, 1 5 2 



Ainsi, la sortie dans le domaine de Laplace s’écrit : 



Q s (p) = 0,99a[— ■- 



1 0,15 0,15^ 



1+0, 15p 



] = 0,99a[— -- 



1 0,15 



0,15 

p + 1/0,15 



t 

Soit par transformée inverse : oo s (t) = 0,99a[t-0,15 + 0,15e °’ 15 ] 
L’erreur évolue donc selon : 



t t 

Er(t) = o) e (t)-a) s (t) = at-0,99a[t- 0,15 + 0,15e °’ 15 ] = 0,01at- 0,99x0, 15a[-1 +e °’ 15 ] 

En négligeant le terme en exponentielle, qui décroît très vite, on peut écrire pour t suffisamment 
grand devant 0,15 s : Er(t) = a[0, 01 1 + 0,99x0,15] 

Donc à l’instant critique ( t = co e / a ) l’erreur vaut : 



Er(t) = a[0, 01 (co e / a) + 0,99x0, 15] = 0,01co e + 0, 99x0,1 5a 



Q e (p) 




Alors, à cet instant, la tension d’alimentation du convertisseur vaut : 
u = K-,G [0 , 0 1 co e + 0, 99 xO, 1 5a] = 0, 99 [1, 35 + 0, 1 485 a] 
et doit être inférieure à 24 V. 

On en déduit donc la valeur maximale de a : 



^s(P) 



0,99 [1,35 + 0,1 485 a] = 24 



24-0,99x1,35 

0,99x0,1485 



soit 



a =154,16 (tr/min).s _1 



Puisque la valeur à atteindre est de 1 35 tr/min, cela limite le temps de durée de la rampe à 0,88 s. 

0,88 

NB : on peut vérifier a posteriori que l’approximation effectuée est légitime, en effet e 0,15 *0,003 
que l’on peut effectivement négliger devant 1 . 
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En conclusion, une stratégie de montée en vitesse en rampe, avec une action progressive sur le 
potentiomètre de consigne faisant varier celle-ci de 0 à 135 tr/min en au moins 0,88 s, autorise de 
régler le gain du correcteur à G = 8,25 pour avoir une erreur de vitesse de seulement 1%, tout en 
limitant la tension d’alimentation du convertisseur afin qu’elle ne dépasse jamais 24 V. 

En pratique, il existe une autre solution, non évoquée ici, qui consiste à saturer la tension 
d’alimentation du convertisseur à la valeur 24 V par un dispositif électronique et de conserver 
l’entrée en échelon. Alors, aux premiers instants, la tension sera saturée et la mise en vitesse se 
fera avec la plus grande accélération admissible. Puis, une fois l’erreur suffisamment faible, 
l’asservissement prendra le relais pour limiter cette erreur à 1%. 



■ Complément : simulations numériques 

Une modélisation numérique avec mesure de la tension, 
à l’aide d’un logiciel de simulation, permet de visualiser 
plus clairement les résultats qui précèdent. 




Consigne de 135 
tr/min 



Si G = 8,25 ou 1,48 une consigne en échelon de 135 tr/min permet d’obtenir les évolutions ci- 
dessous. 



G = 8,25 



1327 



132* 



Valeur initiale 
de 133,65 V 



Valeur finale (régime 
permanent) de 1,34 V 



r Valeur finale (régime 


ViBSSU ( 

u?e 


Ifi/noJ 


j\ permanent) de 133,65 

j ; tr/min 
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; 
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Wtf 
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1 i 


Sl.li: 


1 
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Temps de réponse à 5% 


3331 


M « 0,45 s 

i w \ x \ t 


25*t 

127e 


/ j 


3* < 1.5 2 li i a. 5 e* fl 5 


C- 





G = 1,48 



(V) 

Valeur initiale 
\ de 24 V 

s 

, 

\ 



\ 



\ 



\ 



■ Valeur finale (régime 
permanent) de 127,8 
tr/min 



Temps de réponse à 5% 
. « 2,4 s 
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On observe, sur les courbes précédentes, les 

résultats établis : 

Pour G=8,25 : 

• les valeurs en régime permanent de la vitesse 
(correspondant à une erreur acceptée de 1%) et 
de la tension ; 

• la valeur initiale de la tension, bien trop forte. 

Pour G = 1,48 : 

• une erreur plus forte sur la vitesse (valeur finale 
plus faible) et un système beaucoup plus lent 
(cf. temps de réponse à 5% multiplié par cinq) 

• mais en revanche une valeur initiale de la 
tension (24V) qui préserve le convertisseur. 



La consigne en rampe de pente 154,16 (tr/min). s' 1 
pendant 0,88 s, puis maintien à 135 tr/min, permet 
de conserver le gain G = 8,25 assurant la précision 
de 1%, tout en préservant le convertisseur. Ceci est 
traduit par les courbes ci-contre : 

La tension, qui évolue proportionnellement à l’erreur, 
est croissante lors de la phase de commande en 
rampe, puis décroît très rapidement jusqu’à atteindre 
la valeur qui permet la rotation à 133,65 tr/min. 

On peut noter une rapidité (cf. temps de réponse à 
5% de l’ordre de 1 s) bien supérieure à celle obtenue 
en diminuant le gain G pour conserver une entrée en 
échelon. 



J Jv t «i V 
lürttiÿï (*J 



Viurssu (lr/r ■ 

' 

un? 

1» 

«?r- 

WM 

«ff 



•: 
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I 



: 



i 



! 



i 
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Valeur finale (régime 
permanent) de 133,65 
tr/min 



Tfimns dfi rénnnsfi à 5% 





14 4 



Valeur maximale 
de 24 V 



Valeur finale (régime 
permanent) de 1,34 V 



L ii CS ï '£ 2 25 î 35 4 <$ 5* 

Terres 



La dernière solution proposée, qui 
consiste à saturer l’alimentation du 
convertisseur à sa valeur maximale 
admissible (24V), peut-être simulée 
par introduction d’un bloc fonctionnel 
adéquat : 




Fonctions 
C Gain 



Nom du symbole 



C Comtol seuil < sat r Sortie = fcmax 
C Srxlie - Fmin 

C Quantification 



r Seuil 



r» Saturation 



✓ VgiBlci | 



Paramétres 



Gain (G> 

Saturation |iusNi»e (S+) 
Saturation négative (S ) 







Exercices 



189 



æ.M 

133 » 



- 


; 

i 

I 


Valeur finale (régime 
permanent) de 133,65 


1 


tr/min 


i 

1 




/ 

: 

i 




t 

1 

i 


Temps de réponse à 5% 


i 

i 

! 

o.*s 


« 0,9 s 

/ 

I.S 2 Zi -1 ii i 'i S* 



Tai»mr l-m Saturation à 24 V 



Valeur finale (régime 
permanent) de 1,34 V 



On peut ainsi conserver l’entrée en échelon, qui est plus 
simple à piloter que la rampe, tout en maintenant la valeur 
du gain G à 8,25 pour assurer la précision. Voir les 
simulations ci-contre. 

Aux premiers instants, l’écart est important, ce qui conduit à 
la saturation de la tension de commande du convertisseur. 

La vitesse augmente alors selon la dynamique de 
l’ensemble en boucle ouverte (accélération maximale 
permise par la tension de 24V) jusqu’à ce que l’écart soit 
suffisamment faible pour que la tension soit inférieure à 
24V. 

Alors, et donc seulement dans cette deuxième phase, la 
vitesse évolue selon la dynamique de l’ensemble asservi et 
le régime permanent est donc, bien entendu, le même qu’en 
absence de saturation, en particulier en termes de 
précision. 

Par ailleurs, la saturation ralentit certes le système, mais 
légèrement moins que la montée en rampe (temps de 
réponse à 5% de 0,9 s au lieu de 1 s). Cette solution est 
donc celle, parmi les solutions qui préservent le 
convertisseur, qui offre à la fois la meilleure précision et la 
plus grande rapidité. 



BRAS MAXPID 



L’objectif de cet exercice est principalement de mettre en évidence diverses non linéarités 
(saturation, seuil, saut) existant au sein d’un système d’asservissement en position angulaire. 





Présentation 



Le bras MAXPID, proposé à l’équipement des laboratoires de Sciences Industrielles pour 
l’Ingénieur des classes préparatoires scientifiques par la société Didastel ( http://www.didastel.fr ) est 
une chaîne fonctionnelle de positionnement angulaire. 



Sa cinématique originale est 
commune à plusieurs robots 
développés par la société Pellenc 
( http://www.pellenc.com ), spécialiste 
de robotique agricole, comme par 
exemple le robot Planeco ci-contre 
(document Didastel). 
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Dans sa version pédagogique, le 
système est piloté à partir d’un 
ordinateur via un logiciel spécifique qui 
permet également l’acquisition et la 
mise en forme des principales 
grandeurs caractéristiques de 
l’asservissement. 

■ La partie opérative est constituée : 

• d’un moteur électrique à courant 
continu (actionneur), 

• d’un système de transformation 
de mouvement par système vis- 
écrou à billes (transmetteur), 

• du bras articulé (effecteur). 

La position angulaire du bras est mesurée par un capteur potentiométrique. 




Génératrice 
tachymétrique 
(non utilisée par 
l’asservissement) 

Moteur à courant 
continu 



Capteur 

potentiométrique 




Rotation du bras 



f\ 

Rotation de la vis 



Bras articulé 



Système vis-écrou 



Par ailleurs, on peut noter qu’une génératrice tachymétrique accouplée au moteur permet d’avoir 
accès à la rotation de la vis, liée au rotor. Pour autant cette information n’est pas utilisée par 
l’asservissement mais uniquement pour les mesures expérimentales : elle est envoyée directement 
au logiciel d’acquisition de l’ordinateur. Il s’agit donc uniquement d’un asservissement de position 
angulaire du bras, décrit par le schéma bloc : 



Consigne de 
position 




■ Ce schéma passe sous silence certains codages d’information. En effet, le comparateur et le 
correcteur étant entièrement numériques, il convient de réaliser certaines conversions : 

• le transducteur est un convertisseur analogique numérique (CAN n°1) qui convertit la consigne 
en une image numérique, 
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• le capteur potentiométrique est la mise en série du potentiomètre proprement dit, qui convertit 
la position angulaire du bras en une tension, et d’un convertisseur analogique numérique (CAN 
n°2) qui convertit cette tension en une image numérique, comparable avec la précédente, 

• le correcteur numérique doit être suivi d’un troisième convertisseur, cette fois numérique 
analogique (CNA), qui élabore la tension d’alimentation du moteur à partir du signal numérique 
de sortie du correcteur, via un hacheur. Il joue donc le rôle également de préactionneur. 



Un schéma plus précis est donc : 



Consigne de ■ 
position 



CAN n°1 






Correcteur 

numérique 



CNA 



Tension de 
commande 



Moteur à 
courant 
continu 



Position 
angulaire 
de la vis 



Chaîne 

cinématique 



préactionneur i 



Potentiomètre 



Carte d’axe + ordinateur 

La carte d’axe, située dans le caisson du système, rassemble les différents 
éléments de conversion (CAN et CNA), la conversion de puissance pour le 
moteur, intégrée dans le CNA (hacheur) et le correcteur numérique, qui est 
paramétrable depuis l’ordinateur. 

Par ailleurs, l’ordinateur permet également la saisie de la consigne ainsi que 
l’acquisition et l’affichage de données : angle du bras, angle de la vis, 
grandeurs électriques. 

■ La chaîne cinématique, quant à elle, peut être définie par le schéma ci- 
dessous où l’on reconnaît : 

• la vis 3 entraînée par le moteur, dont la position angulaire est notée |3 ; 

• le corps 2 du moteur, articulé par rapport au bâti 1 (angle a) ; 

• le bras 5 dont la position angulaire 0 par rapport au bâti est la grandeur asservie ; 

• l’écrou 4, articulé par rapport au bras 5 (angle ô) et, bien entendu, en liaison hélicoïdale (de 
pas p = 4 mm/tour, à droite) avec la vis 3. 





OA = a = 70 mm 
OB = b = 80 mm 
AC = c = 80 mm 



Notons, pour information, 
que des masses M, de 
centre d’inertie D, peuvent 
être disposées à l’extrémité 
du bras pour simuler une 
charge. 

On pose AD = d, réglée à la 
valeur 275 mm. 
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VI-2 Travail demandé 

Question 1 : caractéristique du codage et de la mesure 



Les constantes de temps mises en jeu permettent de négliger les temps de réponse des blocs de 
codage, ainsi que du potentiomètre. 



Le transducteur d’entrée peut donc être caractérisé 
par un essai en régime permanent, le temps 
n’intervenant pas dans sa caractéristique. 



Il en va de même pour la chaîne de retour : 



Le logiciel de pilotage permet d’accéder, 

pour diverses positions commandées du 

bras, à : 

• un rappel de la consigne angulaire 
(grandeur d’entrée) : ci-contre 60° 

• le codage de cette consigne : ci-contre 
2679 incréments 

• la position angulaire effective (gran- 
deur de sortie) : ci-contre 58,7° 

• le codage de cette position (mesure) : 
ci-contre 2621 incréments 

• l’écart codé : ci-contre 2679-2621=58. 



Plusieurs relevés peuvent être effectués 
et sont rassemblés dans le tableau ci- 
dessous : 



Entrée (°) 


0 


10 


20 


30 


40 


50 


60 


70 


80 


90 


Consigne 


87 


519 


951 


1383 


1815 


2247 


2679 


3111 


3544 


3976 


Sortie (°) 


-1,7 


7,2 


17,15 


27,8 


38,1 


48,5 


58,7 


68,8 


79,1 


90,5 


mesure 


13 


397 


841 


1289 


1733 


2181 


2621 


3061 


3505 


3997 



Potentiomètre 




11) Déduire de ces mesures les caractéristiques du transducteur d’entrée et celui de la chaîne de 
retour. Qu’observe-t-on ? Pouvait-on s’attendre à ce résultat ? 

12) Quel est le gain de cette conversion et donc la précision (résolution) du codage ? 

13) Ces caractéristiques présentent une non linéarité. Quel est ce type de non linéarité ? 

14) Justifier que l’asservissement peut être décrit à l’aide d’un retour unitaire comme ci-dessous. 
Quelle est la caractéristique du bloc de conversion CAN ? Est-elle linéaire ? 
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Question 2 : modélisation de l’ensemble {CNA, hacheur} 

Dorénavant le réglage du correcteur est effectué sur un simple gain K p = 150. 

Un second relevé va permettre de déterminer la caractéristique du bloc {CNA, hacheur} qui élabore 
la tension de commande du moteur. Comme pour la question précédente, les temps de réponse du 
codage et du hacheur sont suffisamment faibles pour pouvoir être négligés. On peut donc les 
caractériser en mesurant tout simplement un certain nombre de couples (écart, tension de 
commande). Ceci peut être obtenu à partir d’un essai de réponse à un échelon comme ci-dessous. 

La consigne est de 78,6°. 

On y relève l’évolution 
temporelle de la position 
et de la tension de 
commande. Par exemple, 
à l’instant (1908 ms) où se 
trouve placé le curseur, on 
lit une position de 78,2° et 
une tension de commande 
2,6 V. 



NB : Il est intéressant de 
vérifier sur ce relevé que 
lorsque l’écart est nul, la 
tension de commande 
l’est également. 

En déplaçant le curseur à 
plusieurs instants quel- 
conques, on relève les 
points suivants : 




Temps (ms) 


200 


374 


719 


960 


1113 


1265 


1576 


Consigne (°) 


78,6 


78,6 


78,6 


78,6 


78,6 


78,6 


78,6 


Position (°) 


17,5 


38,7 


79,4 


78,2 


78,4 


78,3 


78,2 


Tension (V) 


21,1 


21,1 


-5,1 


2,6 


1,3 


2,0 


2,6 



Une manipulation inverse permettrait de vérifier que l’évolution est symétrique, la tension étant 
limitée à l’intervalle ± 21 ,1 V. 



21) Proposer un modèle pour la caractéristique du bloc {CNA, hacheur}. 

Cette caractéristique présente une non linéarité : quel est ce type de non linéarité ? Quel en est 
l’intérêt ici ? 

22) Préciser le domaine d’écart dans lequel le comportement est linéaire. 

23) Regrouper alors les réponses aux questions précédentes pour représenter l’asservissement 
selon le schéma bloc ci-dessous. Dans son domaine linéaire, le gain du bloc fictif introduit sera 
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Question 3 : caractéristique de la chaîne cinématique et linéarisation 



Le paramètre d’entrée de la chaîne cinématique 
est l’angle |3 de rotation de la vis par rapport au 
moteur. Le paramètre de sortie est l’angle 0. La 
position origine de la vis est choisie par (3 = 0 
lorsque 0 = 0. 

31) La chaîne cinématique peut être caractérisée 
en relevant, pour diverses positions du bras, le 
couple (| 3 , 0 ) auquel le système donne accès. 



On relève le tableau de mesures suivant : 




en 


0 


9,5 


19,5 


29,6 


39,6 


49,6 


59,9 


69,6 


79,7 


90 


P(tr) 


0 


17 


3,8 


6,2 


8,8 


11,7 


14,8 


18,0 


21,4 


25 



Tracer la caractéristique du bloc « chaîne cinématique ». 

À partir d’une régression linéaire dans l’intervalle de position angulaire [30°,90°], proposer un 
modèle linéaire donnant 0 comme fonction de |3 autour du point de fonctionnement défini par la 
position 0 = 60°, 0 variant de ± 30° autour de cette valeur. 



[5J1 Fiche ressource "droite des moindres carrés" 

32) On se propose, à titre de complément, de retrouver le résultat précédent à partir d’un modèle 
de connaissance : 

• Déterminer analytiquement la relation qui lie 0 et |3 en fonction des différents paramètres 
géométriques constants. Il sera plus aisé d’exprimer |3 comme fonction de 0 . 

• Tracer cette fonction et vérifier la concordance avec les mesures précédentes. 

• Vérifier le modèle de comportement établi précédemment à partir d’un calcul de la dérivée de 
cette fonction pour 0 = 60°. 

Question 4 : modélisation de la motorisation en évolution horizontale 

Le moteur est un moteur électrique à courant continu dont les caractéristiques sont fournies page 
suivante (documentation constructeur, www.maxonmotor.com ). On rappelle que le fonctionnement 
d’un tel moteur est régi par les équations suivantes (sous réserve d’hypothèses simplificatrices 
usuelles) : 



Cours d’électricité : le moteur à courant continu 
Cours de mécanique des solides 



• L'équation électrique (loi d'Ohm dans le circuit 
d'induit), liant la tension d'alimentation u(t) à 
l'intensité du courant de commande i(t), 
s'obtient classiquement sachant que l'induit 
peut être modélisé comme une résistance R en 
série avec une inductance L et une force 
électromotrice e(t) : 

u(t)-e(t) = Ri(t) + L^(t) 
dt 



u(t) 



R 



i(t) 



L 
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L'équation mécanique s'obtient en appliquant le théorème de l'énergie cinétique à l’ensemble 
de la chaîne cinématique entraîné par le rotor tournant à la vitesse (pulsation) œ(t), soumis à un 
couple électromagnétique c m (t) et un couple résistant c r (t) : 

c m (t)-c r (t) = J^(t) 

où J est l'inertie de l’ensemble des parties mobiles, ramenée sur le rotor. 

Les équations de couplage électromécanique s'écrivent : 

Cm(t) = K c i(t) 
e(t) = K v co(t) 

où K c et K v sont des constantes, appelées respectivement constante de couple et constante de 
vitesse. 



I Programme Stock 
j Programme Standard 
Programme Spécial (sur demande!) 



Caractéristiques moteur 



Numéros de commande 



|118776|[ÏÏ8777| 



116770 



|118779|[ïm780| 



1 


Puissance conseillée 


w 


90 


90 


90 


90 


90 


2 


Tension nominale 


Volt 


15.0 


30.0 


42.0 


48,0 


48.0 


3 


Vitesse à vide 


tr / min 


7070 


7220 




7270 


6650 


4 


Coupie de démarrage 


mNm 


872 


949 


1070 


966 


878 


5 


Pente vitesse / couple 


tr/min/mNm 


8.45 


7.77 


' 


7.63 


7.68 


6 


Courant à vide 


mA 


245 


124 


93 


77 


69 


7 


Courant de démarrage 


A 


44,9 


24.4 


20.3 


15.5 


12,9 


8 


Résistance aux bornes 


Ohm 


0,334 


1.23 


2,07 


3.09 


3.72 


9 


Vitesse limite 


tr / min 


8200 


8200 


8200 


8200 


8200 


10 


Courant permanent max. 


A 


4.00 


2.74 


2,15 


1.78 


1.63 


11 


Couple permanent max. 


mNm 


77.7 


107 


113 


111 


111 


12 


Puissance max. fournie à la tension nom, W 


152 


175 


206 


181 


150 


13 


Rendement max. 


% 


61 


84 


86 


85 


85 


14 


Constante de couple 


mNm / A 


19,4 


38.9 


52.5 


62.2 


68.0 


15 


Constante de vitesse 


tr/min/ V 


491 


240 




154 


140 


16 


Constante de temps mécanique 


ms 


6 


5 


5 


5 


5 


17 


Inertie du rotor 


gcm 2 


65.5 


65.5 




65,0 


64.5 


18 


Inductivité 


mH 


0.09 


0.34 


0,62 


0.87 


1.04 


19 


Résistance therm. carcasse / air ambiant K / W 


6.2 


6.2 


• 


6,2 


6.2 


20 


Résistance therm. rotor / carcasse 


K/W 


2.0 


2,0 


2,0 


2.0 


2.0 


21 


Constante de temps thermique du bobinage s 


27 


27 


29 


27 


27 



41) Lire dans la documentation, les valeurs des constantes R, L, K v , K c . 

Comparer alors K v et K c . Que peut-on en conclure en termes énergétiques ? 



NB : la valeur de l’inertie équivalente J ne peut bien entendu pas être lue dans cette 
documentation, car il s’agit de l’inertie de l’ensemble de la chaîne cinématique. La valeur indiquée 
en ligne 17 par le constructeur (69,6 g. cm 2 = 0,696 10' 5 kg.m 2 ) n’est que la contribution du rotor du 
moteur à cette inertie. La détermination de celle-ci, si nécessaire, devra se faire, soit par un modèle 
de connaissance plus ou moins élaboré issu de la mécanique, soit à partir d’un modèle de 
comportement issu d’essais. Ceci sera réalisé lors des exercices du chapitre 4. 



Hl Fiche ressource "inertie équivalente" 
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42) La modélisation recherchée se limite à la situation où le bras Maxpid évolue horizontalement . 
Aussi, la pesanteur n’intervient pas dans l’équation mécanique : le couple résistant c r (t) n’est dû 
qu’aux différents frottements. On se propose de le modéliser comme la somme : 

• d’un couple provenant des divers frottements secs Cf(t) = Cto , constant ; 

• d’un couple de frottements visqueux de la forme fœ(t), proportionnel à la vitesse de rotation du 
rotor. 

Soit c r (t) = C f0 +fco(t) 

Traduire alors, sous forme de schéma bloc, le fonctionnement du moteur dans cette situation. 

43) Établir, dans le domaine de Laplace, la relation qui lie la vitesse de rotation Q(p) du moteur, 
transformée de co(t), aux transformées U(p) et Cf(p) de sa tension d’alimentation u(t) et du couple 
de frottements secs Cf(t). 

Question 5 : comportement du moteur en régime permanent 

Dans cette question, on s’intéresse uniquement au comportement en 
régime permanent, le bras évoluant toujours horizontalement. 

51) Établir la relation qui donne, en régime permanent, la vitesse de 
rotation du moteur soumis à une tension d’alimentation constante Uo et à 
un couple de frottements secs Cto également constant. 

Un essai en boucle ouverte du système peut être réalisé en coupant la 
boucle de retour. Il existe en effet sur le boîtier de commande un bouton 
prévu à cet effet. 

Il est alors possible de soumettre le moteur à des échelons de tension et 
de relever l’évolution de la vitesse de rotation du rotor renvoyée par la 
génératrice tachymétrique. Les essais sont effectués en évolution 
horizontale afin qu’aucun couple autre qu’un couple de frottements 
n’agisse sur le système, conformément aux hypothèses précédentes. 



Un relevé type est donné ci- 
contre, par exemple pour un 
échelon de tension de 17,8 
V. 



La durée en l’essai est en 
pratique vite limitée par 
l’arrivée en butée du bras. 

On constate que pour une 
tension de 17,8 V, la vitesse 
de rotation en régime 
permanent est de 204 rad/s. 

Les essais sont répétés et 
permettent de remplir le 
tableau de valeurs ci- 
dessous, qui lie la tension 
de commande à la valeur 
atteinte par la vitesse en 
régime permanent. 





Tension (V) 


7,5 


10,4 


12,2 


14,4 


17,8 


19,3 


21,1 (saturation) 


Vitesse (rad/s) 


76 


112 


135 


157 


204 


223 


249 
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52) Vérifier la validité du modèle établi à la question 51 par rapport aux résultats expérimentaux et 
déterminer les valeurs : 

• du couple de frottements secs Cto 

• du coefficient de frottements visqueux f. 

53) Ces essais ont été effectués avec une tension positive. On peut supposer un comportement 
symétrique du moteur dans le cas d’une tension négative, conduisant à une inversion du sens de 
rotation. 

Donner alors la courbe caractéristique entière du moteur (vitesse de rotation en régime permanent 
en fonction de la tension d’alimentation). 

54) Sur cette courbe, ajouter la caractéristique idéale du moteur en l’absence de frottements. Quels 
sont les deux effets notables des frottements sur le moteur que l’on peut alors lire sur ce graphe ? 

55) Sur le schéma bloc établi à la question 42 traduisant le fonctionnement du moteur, indiquer 
numériquement toutes les grandeurs dans les deux situations particulières suivantes : 

• fonctionnement en régime permanent sous une tension d’alimentation de 17,8 V 

• situation limite où la vitesse du rotor est annulée. 

Question 6 : bilan 

Établir, compte tenu de tous les résultats précédents, une modélisation linéaire du bras MAXPID en 
évolution horizontale autour du point de fonctionnement 0 = 60°, sous forme d’un schéma bloc. 



VI-3 Correction 




Schéma Organique ou Schéma Bloc 







Y = 43,173* + E9.447 
R- - 1 



11) À partir des mesures fournies, les deux 
graphes suivants peuvent être tracés, permettant 
de caractériser, d’une part le codage d’entrée 
(CAN n°1), d’autre part la chaîne de retour (CAN 
n°2 + potentiomètre) : 



CAN n'2 + potentçHîtétre ) j 



■IL'O'J 

.JSÜtJ 

î * SCH 

I 

i 2000 < 

T 500 
l(MÜ 
BCMJ | 
0 

D 



10 Zjî M « 5fl 6.0 70 fil} « 10C 

art. f*) 



Question 1 : caractéristique du codage et de la 
mesure 



Convertis sein 
A/N 



Une régression affine par la méthode des moindres carrés, permet, comme indiqué sur les tracés 
précédents, d’estimer ces caractéristiques à : 



Consigne « 43,2 x entrée (°) + 87 
Mesure « 43,2 x sortie (°) + 89 



[JJ] Fiche ressource "droite des moindres carrés" 



Ceci avec un excellent coefficient de corrélation puisque qu’il est quasiment égal à un. 
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Ces caractéristiques peuvent donc être considérées comme identiques, ce qui, classiquement, 
autorise la comparaison au niveau du comparateur. On pouvait s’attendre à ce résultat. 

12) On y lit un gain de codage de 43,2 incréments par degré, ce qui assure une précision 
(résolution) de codage de 1/43,2 = * 2,3 10' 2 degré par incrément. 

Cette résolution correspond à la plus petite variation d’angle (de consigne ou effectif) évaluable par 
le codage. 

13) On peut noter l’existence d’un offset puisqu’un angle nul n’est pas codé par une valeur nulle. 
Cet offset correspond à une non linéarité de type saut. 

14) Cet offset est mesuré respectivement à 87 et 89 pour la consigne et la mesure. Ces deux 
valeurs sont très proches et peuvent être considérées comme étant égales, puisque la différence 
de deux incréments correspond à un très petit angle de seulement 4,6 10' 2 degré. 

Ainsi, par différence, cet offset commun n’intervient pas dans le codage de l’écart qui s’écrit donc 
linéairement selon : 



Écart * 43,2 x [entrée (°) - sortie (°)] 



Et donc l’asservissement peut être décrit à l’aide du schéma à retour unitaire ci-dessous, où le bloc 
CAN un gain pur égal à 43,2. 




Question 2 : modélisation de l’ensemble {CNA, hacheur} 



21) Le correcteur est réglé sur un simple gain K p =150, l’élaboration de la tension de commande se 
fait alors selon : 




tension (V) 



La mesure associée de la tension de commande et de l’écart angulaire permet donc d’avoir accès 
à la caractéristique de l’ensemble {CNA, hacheur}. 



À partir des mesures fournies, on 
trace ainsi la courbe donnant la 
tension en fonction de l’écart. On 
peut regretter que les quelques 
points relevés ne couvrent pas un 
domaine d’écarts uniformément 
répartis. Malgré tout, ces 
quelques points permettent de 
clairement identifier deux zones : 




une saturation de la tension 
à la valeur 21 ,1 V : 
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NB : cette saturation 
était déjà bien visible 
pour les forts écarts 
sur le relevé expéri- 
mental. 



• dans la zone non saturée (ci- 
contre un zoom dans cette 
zone sur les quelques points 
de mesure), une évolution 
linéaire de la tension en 
fonction de l’écart. 




Dans cette zone linéaire, une régression permet d’estimer la pente à 6,423 V/° avec un excellent 
coefficient de corrélation. 



Soit, pour le bloc {CNA, hacheur} 
seul, une pente de : 



écart (°) 



6,423 / (150 x 43,2) « 



10 V/ inc. 



150 



CNA 

hacheur 



tension (V) 



Si on admet la symétrie de la caractéristique du bloc 
proposée par l’énoncé, celle-ci présente donc une 
zone linéaire de pente 10' 3 V/inc, et deux 
saturations à ± 21,1 V. 

Ces saturations permettent de protéger le moteur 
d’une tension trop importante. 



22) Compte tenu de la pente et de la saturation, il 
vient, en extrapolant, que la zone linéaire se situe 
pour des écarts compris dans l’intervalle ± 3,3 



En effet : 3,3(°) = 



21, 1( V) 




10 _3 (V/ inc)x150x 


43,2(inc/°) 
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23) On peut alors regrouper les blocs de codage (gain 43,2 inc/°) et le bloc {CNA, hacheur} selon la 
caractéristique ci-dessous, introduisant un bloc fictif permettant de décrire l’asservissement selon le 
schéma demandé. 



Tension de commande 




Dans son domaine linéaire, le gain de ce bloc 
est : 



K a « 43,2.10“ 



V/° 




Question 3 : caractéristique de la chaîne cinématique et linéarisation 



31) À partir du tableau de valeurs 
relevées, on peut tracer la 
caractéristique demandée. 

Cette caractéristique n’est pas 
linéaire, toutefois, dans 
l’intervalle de position angulaire 
[30°,90°], l’approximation semble 
raisonnable. On peut alors 
effectuer une régression linéaire 
dans cette zone restreinte, ce qui 
fournit une pente : 

— ■= 0, 31 tr / ° 

A0 



Ainsi, on peut proposer un 
modèle linéarisé de la chaîne 
cinématique (entrée |3, sortie 0) 
autour du point de fonction- 
nement 0 = 60°, avec : 



°/tr 



A0 

A (3 0,31 

ou encore, si 
sont exprimés 
unité : 



A0 

AP 



< 9.10 



,-3 



En effet x 

0,31 



les deux angles 
dans la même 



1 

360 



= 9.10“ 



chaîna clnêmatiqua 





O 10 ZO ÎO 40 50 60 7t? on 



Ihct* c> 
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32) Posons BC = x x 2 . 

Alors, compte tenu de la liaison 
hélicoïdale de pas p, à droite, x et 
|3 sont liés par : 
x = -PP+ Xq 

où xo est défini par la position 
initiale où |3 = 0 = 0 : 




Par ailleurs, le paramètre x peut 
être obtenu à partir de la fermeture 
vectorielle : 

OA + AC + CB + BO = 6 




qui projetée sur les directions x 1 et y 1 fournit respectivement les deux équations scalaires : 

a + ccos 0 - x cos a = 0 fxcosa = a + ccos0 

ou encore : * 

csin0 - xsina - b = 0 xsin a = csin 0- b 



L’élévation au carré de ces deux équations permet, en les sommant ensuite, d’obtenir : 
x 2 = (a + ccos 0) 2 + (c sin 0 - b) 2 



D’où 



x=Vc 



a + ccos0) 2 + (csin0 - b) 2 puisque par construction x est un nombre positif. 



On peut remarquer que l’on retrouve ici la valeur de x déjà établie pour 0=0, soit : 
x 0 = *J(a + c) 2 + b 2 . 



Finalement la relation cherchée entre |3 et 0 est donc : 

^(a + ccos0) 2 +(csin0-b) 2 = -p|3 + ^(a + c) 2 +b 2 ou encore : 




qui fournit |3 en tours si p est en mm / tour. 



Avec les valeurs numériques : 
p = 4 mm/tour 
a = 70 mm 
b = 80 mm 
c = 80 mm 

on obtient le tracé ci-contre. 
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La concordance avec le relevé 
expérimental peut être vérifiée en 
superposant les points mesurés 
sur ce tracé : 



chaîné cinimatlique 




À partir de la relation précédemment établie, on peut alors calculer la dérivée : 
dp 



^(a + ccos0) 2 +(csin6-b) 2 



— -[V(a + c) 2 +b 2 -J(a + ccos0) 2 +(csin0-b) 2 ] — 

d0 d0[p vv ' vv 1 v 1 J pd0 

t dp _ c sin0(a + ccos0)-cos0(csin0 - b) 
d0 p ^(a + ccos0) 2 +(csin0-b) 2 

Au point de fonctionnement 0 = 60° et avec les différentes valeurs numériques caractéristiques : 
p = 4 mm/tour 
a = 70 mm 
b = 80 mm 
c = 80 mm 



il vient : ^ ~ 18,2 tr/rad, soit ^-~18,2x — = 0,32 tr/°. 
d0 de 360 

Ce chiffre est à comparer à ^ = 0,31tr/°, obtenu précédemment par une régression linéaire sur 
l’ensemble des points de l’intervalle [30°, 90°]. 



La différence, très faible, entre les deux résultats tient au fait que la pente au point milieu de 
l’intervalle de linéarisation (notion définie par le calcul de la dérivée) n’est pas égale à la pente de la 
droite de régression définie sur l’intervalle entier. La méthode par régression linéaire fournit une 
linéarisation assez grossière, mais valable « en moyenne » sur tout l’intervalle de linéarisation, ici 
donc [30°,90°], alors que la méthode par calcul de la dérivée fournit une linéarisation fine, mais 
valable seulement pour de très petites variations autour du point de fonctionnement. 

Question 4 : modélisation de la motorisation en évolution horizontale 



41) On lit dans la documentation : 

Ligne 8 : R = 2,07 Q 

Ligne 18 : L = 0,620 mH = 6,2 10 -4 H 

Ligne 14 : K c = 52,5 mN.m.A -1 = 0,0525 N.m.A" 1 

Ligne 15 : 1/K V = 182 tr.min'Vv" 1 

Attention à la « constante de vitesse » qui n’est pas ici la constante K v mais son inverse, comme le 
montre une lecture attentive des unités. La constante K v est donc K v = 1/182 V/(tr.min _1 ) qu’il 
convient d’exprimer en unités du système international pour pouvoir la comparer à K c , soit : 

60 

K v = 1/182 x — = 0,0525 V/(rad.s _1 ). Les constantes K c et K v sont donc identiques. 

2jt 

Ceci traduit le fait que toute la puissance électromagnétique est transformée en puissance 
mécanique. En effet : 

• la puissance électromagnétique s’écrit : P e = e.i = K v co.i 

• la puissance mécanique s’écrit : P m = C m .oo = K c i.co 

Il est donc clair que l’égalité des constantes traduit l’égalité de ces puissances. 
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42) Sous les conditions de Heaviside, les quatre équations qui décrivent le fonctionnement du 
moteur se transforment dans le domaine de Laplace en : 



U(p) -E(p) = Rl(p)+ Lpl(p) = (R + Lp)l(p) ou encore l(p) = 



1 



R + Lp 



[U(p)-E(p)] 



(D 



C m (P)-C r (p) = Jp£2(p) ou encore Q(p) = — [C m (p)-C r (p)] 



C m (p) = K c l(p) 

^E(p) = K v Q(p) 

Ce système d’équations peut classiquement (cf. cours) être traduit par le schéma bloc : 



( 2 ) 

(3) 

(4) 




Sachant, par ailleurs, que dans les conditions de l’étude le couple résistant peut être modélisé sous 
la forme c r (t) = c f (t) + fco(t) , il vient, dans le domaine de Laplace: C r (p) = C f (p) + fQ(p). Ce qui 




Ceci avec C f (p) = si on suppose le couple de frottements secs constant. 



La boucle traduisant les frottements visqueux peut 
être réduite à l’aide de la formule de Black selon : 

J_ 

Q(p) Jp 1 



C m(P) 1 + _L J P + f 

Jp 

Ce qui permet de simplifier le schéma bloc : 



C m 



C f (p) 



U(p) 





Remarque : 

Ce schéma aurait pu être également établi directement en réécrivant l’équation mécanique dans le 
domaine temporel en tenant compte des frottements : 

c m (t) - C r (t) = J ^ (t) =* c m (t) - c f (t) - fco(t) = J ^ (t) ^ c m (t) - Cf (t) = J ^ (t) + fco(t) 



dt 



dt 



dt 



soit dans le domaine de Laplace : C m (p)-C f (p) = (J p + f)Q(p), ou encore Q(p) = 



Cm(P)-Cr(P) 
JP + f 
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43) À partir de ce schéma, et par superposition, il vient : 



K r 



1 



Q(p) = ( R + L P)( J P + f ) U( p) _ . 



Jp + f 



1 + 



KyK c 



(R + Lp)(Jp + f) 



1 + 



K V K C 



-Cf(p) 



(R + Lp)(Jp + f) 



ou encore : Q(p) = 



K V K C + Rf 



„ RJ + Lf LJ 2 

K V K C +Rr K v K c +Rf K 



U(p)- 



R + Lp 
K V K C + Rf 



„ RJ + Lf LJ 2 

K v K c +Rf K K v K c +Rf K 



Cf(p) 



0 

En se souvenant que C f (p) = — — si on suppose le couple de frottements secs constant. 

P 



Question 5 : comportement du moteur en régime permanent 



51) La relation qui donne, dans le domaine de Laplace, la vitesse de rotation du moteur soumis à 
une tension d’alimentation constante Uo et à un couple de frottements secs Cto également constant 
est, d’après la relation ci-dessus : 



Q(p) = - 



K c 

K V K C + Rf 



1 + 



RJ + Lf 
K V K C + Rf 



P + 



LJ 



_2 P 



K V K C + Rf 



R + Lp 

K V K C+ Rf C|Q 

„ RJ + Lf LJ 2 P 

K v K c +Rf K K v K c +Rf K 



La stabilité étant bien évidemment acquise (dénominateur d’ordre 2 à coefficients > 0) la vitesse en 
régime permanent est fournie par le théorème de la valeur finale : 



Wqo 



lim pQ(p) = 

p^O 



K V K C + Rf 



[K C U 0 - RCfo] 



52) Les essais permettent de tracer 
l’évolution de la vitesse atteinte en régime 
permanent en fonction de la tension de 
commande et de procéder (ci-contre) à 
une linéarisation. 

On observe, comme prévu par le modèle, 
une évolution de type affine avec un bon 
coefficient de corrélation et donc la loi : 

a),, *12,6 U 0 -19,3 
(avec les unités V et rad/s) 

Alors, procédant par identification il vient : 

^ 1 2, 6 rads -1 / V et 

K V K C + Rf 




RCfo 

K V K C + Rf 



1 9, 3 rad / s 



Ceci permet de déterminer, en utilisant les valeurs des constantes électriques connues : 
■ K x/ K r 



f = l(- K c 



R '12,6 



6,8.1 0 -4 N.m/rad.s" 1 



19 3 

C f0 = (K V K C + Rf) 



0,039 N.m 
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53) En tenant compte de la symétrie et de 
la tension limite de 21,1 V, on fournit alors 
ci-contre la caractéristique cherchée. 



54) En l’absence de frottements, la vitesse 
en régime établi est tout simplement 
proportionnelle à la tension d’alimentation, 
selon la loi obtenue en prenant f et Cto 
nuis dans la relation précédente : 

w» = -J— U 0 = 1 9, 1 U 0 

toujours avec les unités V et rad/s. 

On peut alors superposer cette 
caractéristique idéale (en pointillé ci- 
contre) à la précédente due aux frotte- 
ments, afin d’établir une comparaison. 

Il apparaît clairement deux effets notables 
des frottements sur le comportement du 
moteur en régime permanent : 

• comme on pouvait s’y attendre, un 
ralentissement de celui-ci ; 

• un effet de seuil (non linéarité), tel 
qu’en dessous d’une tension 
d’alimentation de ±1,53 V, le moteur 
ne peut vaincre les frottements et la 
vitesse est donc nulle. 



NB : Il s’agit d’un comportement en régime permanent, c’est-à-dire en quasi-statique. Bien 
évidemment, avec l’inertie, le moteur, alimenté sous une tension inférieure à 1,53 V, pourra 
continuer à tourner. Par contre, s’il est alimenté sous une tension inférieure à cette valeur seuil 
alors que sa vitesse est nulle, il restera à l’arrêt. 





55) En régime permanent, avec des entrées constantes, le schéma bloc de l’asservissement 
s’obtient en annulant p dans les fonctions de transfert (théorème de la valeur finale) : 



U 0 



On peut vérifier qu’on y retrouve directement : 



Kç 

Rf 



1 



1 , k v k c 



Rf 



Un î C f0 [K„Uo - RCfol 

0 K V K C f0 K v K c +Rf L c 0 f0J 

+ Rf 







Ainsi, en régime permanent, sous une tension d’alimentation de 17,8 V, on peut vérifier la 
cohérence des différentes valeurs numériques (aux arrondis près) en régime permanent : 
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0,039 Nm 




Quant à la situation où la vitesse du rotor est annulée, on peut vérifier sur le schéma ci-dessous 
qu’elle est bien obtenue, toujours en régime permanent , pour une tension de 1 ,53 V : 



0,039 Nm 




Question 6 : bilan 

Si on rassemble les différents modèles qui ont été établis, le schéma bloc de l’asservissement, 
dans son domaine de fonctionnement linéaire et lorsque le bras évolue dans un plan horizontal 
(pas de perturbation due à la pesanteur) est : 



Motorisation Cfp 



> 





K v 


^ 













Ce modèle n’est valable que si : 

• l’écart n’est pas trop important, afin que la tension de commande ne soit pas saturée ; 

• la consigne n’éloigne pas trop le bras du point de fonctionnement 0 = 60°, afin que le modèle 
linéarisé de la loi cinématique soit acceptable. 

Ces deux exigences sont convergentes. 



Toutes les grandeurs apparaissant dans le schéma sont connues ou ont été déterminées, à 
l’exception de l’inertie J qui nécessite les développements du chapitre suivant. 
















MODELES USUELS 

• # # m » 




Ce chapitre présente l’étude exhaustive du comportement temporel de trois modèles linéaires dont 
certains aspects ont déjà été introduits lors des exemples des chapitres précédents : 

• le système intégrateur, 

• le système fondamental du premier ordre, 

• le système fondamental du deuxième ordre. 

Il sera également l’occasion de l’étude du système à retard pur, modèle non linéaire pouvant 
néanmoins être décrit par une fonction de transfert. 

On entend par comportement temporel, la réponse de ces systèmes aux entrées canoniques que 
sont l’impulsion, l’échelon et la rampe, définies au chapitre 2, V-2. L’étude de la réponse à une 
entrée sinusoïdale, dite réponse fréquentielle, sera abordée dans le chapitre 5. 

Ces modèles sont d’un usage classique pour décrire, en particulier par des modèles de 
comportement, les systèmes où les grandeurs varient continûment avec le temps (mécanique, 
électricité, hydraulique, etc.) et tout particulièrement en automatique. Par ailleurs, quand un 
système ne peut pas être directement décrit par un de ces modèles, il peut souvent l’être par 
composition de ceux-ci. Ils constituent ainsi la « boîte à outils » de base de l’ingénieur. 



I - SYSTEME INTEGRATEUR 



Système 



s(t) 



1-1 Définition 

Le système intégrateur est le système monovariable du premier ordre, 
d’entrée e(t) et de sortie s(t), décrit par l’équation différentielle : e(t) 

ds * 

f(t) = Ke(t) 
dt 

où K est une constante positive appelée gain, homogène au rapport des dimensions de la sortie et 
de l’entrée, divisé par le temps . Voir remarque concernant le gain page suivante. 

Par transformation de Laplace sous les conditions de Heaviside, il vient clairement : 

P S(p) = KE(p) 

La fonction de transfert du système est donc : H(p) = — 



E(P) 



H(p) 



S(P) 

— ► 



Un tel système est instable puisque son seul pôle est zéro. 

■ Les systèmes pouvant être décrits par ce modèle sont très nombreux. D’une manière générale, 
tous les processus accumulateurs sont concernés : 

• le volume de liquide entrant dans un réservoir est l’intégrale du débit entrant, 

• la charge d’un condensateur est l’intégrale du courant de charge, 

• etc. 

Par exemple, dans les chapitres précédents, le cas d’un vérin hydraulique a 
été rencontré de nombreuses fois. Le déplacement x de la tige est lié au 
débit q de fluide entrant par : 
dx 1 

— (t) = — q(t) où S est la section utile du piston, 

dt S 
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La fonction de transfert d’un tel vérin (entrée q, sortie x) est donc : H(p) = 



X(P) 

Q(P) 



Son gain est K = 1/S. 



Sp' 



1-2 Réponse impulsionnelle 



La réponse impulsionnelle d’un système a été définie comme sa 
réponse à une impulsion idéalisée, de durée nulle et de niveau 
infini. Une telle impulsion est en pratique irréalisable, mais peut 
constituer une approximation correcte de phénomènes de durée 
très brève mais suffisante pour produire un effet. 




L’aire du signal est appelée poids de l’impulsion. Si l’entrée est une 
impulsion de poids a, soit e(t)= aô(t), il a été établi que, dans le 
domaine de Laplace, elle s’écrit alors E(p)= a. 

La sortie sera donc, toujours dans le domaine de Laplace : 

S(p) = H(p)a = ^ 

Ce qui fournit l’évolution temporelle par transformation inverse (voir 
table des transformées si nécessaire) : 

s(t) = Ka , soit une constante. 



a 


H(p) 


► 





S(P) 

► 




L’exemple précédent du vérin permet de comprendre très simplement cette réponse qui traduit bien 
[instabilité du système intégrateur (voir chapitre 3, IV-6-3) : soumis à une impulsion de débit 
laissant entrer un volume a de fluide dans la chambre d’admission, le piston se déplace d’une 
distance Ka = a/S et demeure à ce nouvel emplacement. La réponse impulsionnelle ne revient pas 
vers sa valeur initiale, ce qui est bien caractéristique d’un système instable. 



1-3 Réponse indicielle 



La réponse indicielle d’un système est sa réponse à un échelon. Si 
l’entrée est un échelon de niveau eo, elle s’écrit alors E(p)= eo/p 
dans le domaine de Laplace. Si eo = 1, l’échelon est dit unitaire. 

La sortie sera donc, toujours dans le domaine de Laplace : 

S(p)=H(p)^ = ^L 

P P 

Ce qui fournit l’évolution temporelle par transformation inverse : 



s(t) = Keot , soit une évolution linéaire. 



e(t) à 




e 0 /p 

► 



H(p) 



S(P) 

► 



L’exemple du vérin permet encore une fois de comprendre très 
simplement cette réponse, qui traduit toujours aussi bien 
[instabilité du système intégrateur : soumis à un débit constant 
eo, le piston se déplace à vitesse constante (de module Keo = eo/S) 
et ne s’arrête pas tant que le débit est maintenu. La position de 
sortie est donc une grandeur indéfiniment croissante. La réponse à 
un échelon ne tend donc pas vers une valeur finie. 

■ Remarque 

Ces considérations font que le gain K d’un intégrateur n’a pas le sens physique qu’il possède pour 
un système stable. En effet, la notion de rapport entre la valeur asymptotique de la sortie et l’entrée 
en échelon n’a alors aucun sens, puisque la sortie indicielle diverge. Revoir chapitre 3, IV-5 si 
nécessaire. 






